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CORRIGE : POLYNOMES ORTHOGONAUX ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES (X PC 2005)

Premiere partie

1. Raisonnons par analyse-synthése. Si u € F et A € R existent, u + Av est orthogonal a F si et seulement si t(u + Av) = O, soit,

puisque u € F, u + An(v) = Og. On a donc nécessairement u = —A7(v).
Dans ces conditions, # + Av = A(v — 1(v)) et la condition ||u + Av|| = o impose |A| = m (onav—Tm(v)#0f car v ¢ F).

Enfin, la condition (u + Av | v) > 0 s’écrit A(v —1(v) | v) = A|jv — (v)||> > 0, soit A > 0.

On a donc nécessairement | A et u = -Am(v).
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et |lu + Av|| = a, ce qui assure I'existence et 'unicité d’un tel couple.

Réciproquement, si A et u sont ainsi définis, alors u + Av = est bien orthogonal a F, (u+Av | v) = allv—m(v)|| > 0

On observe que v —T(v) est le projeté orthogonal de v sur F* et que u + Av est I'unique vecteur qui lui soit colinéaire, de
norme « et orienté dans le méme sens.

2. Construisons par récurrence sur n cette famille (wy,...,wy,).

— Sin=1, seul le vecteur wy = o répond aux exigences de ’énoncé.

Yo
llvoll
— Sin>1, supposons déja obtenus les vecteurs wy,..., w,_;, et appliquons la question 1 avec E=E,, F=E, ;,v =1,

et a = a,,. On notera que puisque la famille (v,...,v,_1,v,) est libre, v,, nappartient pas a Vect(vy,...,v,_1) donc v
n‘appartient pas a F.

D’apreés la question 1 il existe un unique vecteur w,, = u# + Av qui vérifie les conditions w, € E, N Ei_l, (wy, |v,)>0et
[lw,ll = @;,, ce qui assure l'existence et 'unicité de w,,.

Notons pour finir qu’ainsi défini on a w,, ¢ E,,_; = Vect(wy,..., w,_1) donc la famille (wy,...,w,) est libre et forme bien
une base de E,,.

Remarque. La condition (i) montre que la famille (wy,...,w,) est orthogonale. La construction que nous venons de
réaliser n'est autre qu'une généralisation du procédé de Gram-Schmidt, méthode que l'on retrouve dans le cas ou
aO:oq:m:an:l.

Deuxieme partie

3.
a) La bilinéarité de (- | -) résulte de la linéarité de @; la symétrie est évidente. Si f € C([a,b]), (f | f) = @(f*) > 0 car f2 >0,
et si f n'est pas identiquement nulle, (f>) > 0 donc (- | -) est définie positive; il s’agit bien d’un produit scalaire.
b) Appliquons la question 2 a la base canonique (x"),cn pour le produit scalaire ainsi défini. Il existe une unique suite
de polynomes deux-a-deux orthogonaux (P, ), vérifiant :
(i) pourtoutn>0,P,€E,;
(ii) pour tout n > 0, @(x"P,) > 0;
(iii) pour tout n >0, (p(P,f) = a%.
Notons k,, le coefficient de x" dans P,. Alors P, — k,x" € E,_; = Vect(Py,...,P,_;) donc (P, | P, — k,x") = 0 soit encore
IPII? = k,, (P, | x™) = k,,@(x"P,). Ainsi, la condition (ii) est équivalente a la condition k, > 0, et les conditions énumérées a
la question 2 sont donc bien équivalentes aux conditions énoncées ici.
4.

a) degP,(x) = degxP,_; = n donc il existe A,, tel que P,(x) - A,xP,_1(x) € E,_1 = Vect(Py,...,P,_2,P,_1).

n-1
Posons P, (x) — A,xP,_1(x) = ZkkPk.
k=0

A
Puisque la famille (P,) est orthogonale, pour tout k € [0,n—1], (P, | P, — A, xP,_1) = Xka,% donc Ay = ——;(Pk | xP,_1)-
a
k
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Or (P | xP,_1) = @(xPP,_1) = (xP¢ | P,_;) et lorsque k <n—2,xP, €E, ; et P,_; € El , donc A, =0
En posant B, = \,_; et C,, = A,,_, on obtient bien P,(x) = (A,x+ B,,)P,_1(x) + C,P,_»(x).

ky
kn—l .

b) D’apreés la question précédente on doit avoir k, — A k, 1 =0donc| A, =

: . L A
Avec les notations de la question précédente, C,, =\, , = —2—"<xPn_2 | P,_1).
o
n-2

On a (xP,_, | P,_y) = (kx| P,_ 1} =k,_o(x"V | P,_q) car P,_; € El , et pour les mémes raisons, k1 (x" V| P_y) =

kyk,—o ( Op-1 )2
Op-2

IP, 111> = «?_; donc (xP, ,|P,_ 1>— 2a2 i et|C,=-

2
k-1 kn—l

a) Suivant cette hypothése, on peut écrire P,(x) = Q,(x)*R,(x) o1 Q,, est un polyndme scindé dont les racines sont dans
]a,b[ et R, un polyndéme n’admettant pas de racines dans ]a, b[, donc de signe constant sur cet intervalle. Et quitte a
multiplier P, par —1 on supposera que pour tout x €]a, b[, R,,(x) > 0 et donc P,(x) > 0.

Ona@(P,)=(1|P,)=0puisque 1 €E,_; etP, € Ei_l. Mais alors, P, étant positive, on devrait en conclure que P, =0, ce
qui est absurde. Cette situation doit donc étre rejetée.

b) 1l existe donc des zéros dans ]a, b[ de multiplicités impaires. Notons-les ay,...,a, et posons Q,, = P,(x)(x —ay)--- (x — a,).
Comme a la question précédente on a pour tout x €]a, b[, Q,,(x) > 0 et ¢(Q,) ={((x—ay)---(x—a,) | P,).
Si on avait ¥ < n on aurait (x —ay)---(x—a,)€E,_; et P, € Ei_l donc @(Q,,) = 0 et on devrait en déduire que Q,, = 0, ce qui
est absurde. On en déduit que r = n, et alors P, =k, (x —a;)---(x —a,), ce qui prouve que P, est scindé a racines simples,
toutes ses racines étant contenues dans ]a, b|.

a) Par définition d’une division euclidienne, degR < degP,-1=n-1etReE,_;.
SidegG<n—-1onaQ=0etsidegG>nalorsdegQ <degG—-degP, <2n—-1-n=n-1donc dans les deux cas Q €E,_;.

b) Posons R(x ZR a;)L;(x). On a L;(a;) = 9; ; donc pour tout j € [1,n], ﬁ(aj) = R(a;). Le polynoéme R-Restde degré
inférieur ou égal a n —1 et posséde au moins # racines distinctes donc est le polyndme nul, donc R(x ZR a;)L
¢) Ona @(G) = @(QP,) + p(R) =(Q, | P,) + ¢(R) = (R) puisque Qn €E, etP, ek,

ZR ;) et G(a;) = R(a;) car Q(a;) = 0 donc ¢(G ZAG avecm

d) Le polynoéme sz est de degré 2n — 2 donc appartient a E;,,_; ; on peut lui appliquer le résultat précédent :

n
(p(L]Z) = Z,)‘iLJZ‘(“i) = Aj. Mais Lj(x)2 > 0 donc (p(L]z) > 0, ce qui montre que A; >0

Troisieme partie

. Ona deg(x2 -1)"=2ndoncdegF, =2n-n=n.
n

n | nl n 2
D’aprés la formule de Leibniz, F,(x) = Z( k)ﬁ(aw L (:) (x+1)" K (x = 1)k,
k=0 ’ k=0

2 2
On en déduit F,(1) = n!(g) (1+1)" soit[E,(1) = 2"n! | et E,(~1) = n!(Z) (=1 -1)" donc

n
n+1 n! n!
Déri i 1 fois a l'ai la formule de Leibniz : F, :E (x4 1)k 1)kt
érivons maintenant n + 1 fois a I'aide de la formule de Leibniz : F, (x) k_l( P )(n—k)!(x+ ) -1 (x=1)

1 !
(1 +1)" soit | F/(1) = n2" L (n+1)!| et F,’,(—l):(”:l' )n!(nn—l)'(—l—l)”‘l soit

W(-1)=(-2)"nt.|

|
On en déduit Ej(1) = (’” 1) w

1 J(n-1)!

(-1) = n(=2)"(n+ 1)L
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8.

10.

11.

(2n)!
n!

Nous avons déja que F, appartient a E,, et le coefficient k,, = de x" dans F, est strictement positif.

n

dx

1
Supposons m < n et calculons @(E,,F,) = f F,.(x) ((x2 - 1)”)dx en effectuant m + 1 intégrations par parties successives
-1

suivant le schéma :

+ | Eux) i((x2 -1)")

m dx"
- E(x) ﬁ((xZ - 1)n) Mmoo drk-1 1

m dxn-1 @(F,E,) = ZFm )(x)—niki1 ((x2 - 1)”)] et puisque 1 et —1 sont racines

— dx 1
. dn—k—l ( ) )
gr-m d'ordrek+1>1de ———((x*-1)") on a ¢(F,F,) = 0.
= (G I dx
(—1)m+t 0 Jéi:f:i_((XZ__l)n)
dyxn-m-1

La calcul que @(F?) est presque identique, sauf qu’on ne fait que # intégrations par parties, pour obtenir :

1

¢(F?) = <—1)”J1 By (x)(x? = 1)"dx = (Zn)!f (1-x2)" =B,

-1 -1

Cette quantité B, est strictement positive, et l'unicité de la solution a la question 3.b nous permet d’affirmer que P, = —F,,
soit F, = 4/B,P,. Le polynome E, est bien proportionnel a P,,. Vi

Observons déja que T(F,) € E,, puisque deg T(F,) = n. Pour montrer que T(F,) est proportionnel a F, il suffit de montrer
qu’il appartient & E;_,, autrement dit que @(PT(F,)) = 0 lorsque degP < n—1.
Une premiere intégration par partie donne

1

1 1 1
P(x)T(E,)(x)dx = [P(x)(xz— 1)F,;(x)] -f (x* = 1)P/(x)F)(x)dx = -f (x? —1)P(x)F)(x)dx.
-1 -1 -

(PT(E,)) =f

-1

=0
Une seconde intégration par parties donne

1

1
@(PT(Fn»:[—(xz—nP'(x)F,,(x)] +f (2xP’(x) + (x> = 1)P”(x) J B, (x) dx = p((2xP’(x) + (x> = 1)P”(x) E, (x))
-1 -1

=0
Mais deg(2xP’(x) + (x> —1)P”(x)) < n—1 et F, € E: | donc @(PT(F,)) = 0, ce qui montre que T(E,) est proportionnel a F,.
Pour obtenir le facteur de proportionnalité il suffit de considérer le terme de plus haut degré : si celui de F, est noté c,,,
celui de T(F,) égal a n(n+1)c,, donc T(E,) = n(n+ 1)E,.
Notons T, la restriction de T a E,;. Chaque F, pour k € [0, n] est vecteur propre de T,, dans E,; puisqu’ils forment une

base de E,, on en déduit que Sp(T,) = {k(k +1) ' ke [[O,n]]}. Chacun des sous-espaces propres associés a ces valeurs est de
dimension 1 et engendré par F;.

+00 +00
a) Sif(x)= chxk alors f/(x) = Z’kckxk_1 et
k=0 k=1
400 +00 +00 400 +00
(x> =1)f"(x) = Z’kckx’“rl - Z’kckxk_1 = Z(k —1)cp_qxk - Z(k +1)cp X = + Z((k ~ Doy — (k+1)cpyq )xk.
k=1 k=1 k=2 k=0 k=1
+0o +00
On en déduit que T(f)(x) = Zk((k ~1)egot — (k + 1) o<1 = Z(k +1)(keg = (k +2)cgs2 ).
k=1 k=0
Par unicité du développement en série entiere on en déduit que T(f) = yf si et seulement si pour tout k € IN, (k + 1)(kck -
k(k+1)-vy

(k + 2)Ck+2) = YCk, soit Cky2 = ka.
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+00 +0o
b) Notons S,(x) = ZCzkak etS; = Zczk+1x2k+1.
k=0 k=0
Si ¢q = 0 alors Sp(a,c) =0;sicg # 0 et s\'il existe pe IN tel que y = (2p)(2p + 1) alors ¢y = 0 pour k > p+1 et S, est un
polynome de degré 2p, proportionnel a F,, d’apres la question 10.
Dans les autres cas on a cp; # 0 pour tout k € IN et le critéere de d’Alembert, utilisé de conserve avec la formule de récurrence
de la question précédente, montre que le rayon de convergence est égal a 1.

C’est la méme chose pour S; : si ¢c; =0 alors S;(x) =0;sic; # 0 et sil existe p € N tel que y=(2p+1)(2p +2) alors cpp41 =0
pour k >p+1 et S; est un polynome de degré 2p + 1, proportionnel a F,,,; d’apres la question 10.
Dans les autres cas on a cpi,1 # 0 pour tout k € IN et le critére de d’Alembert, utilisé de conserve avec la formule de

récurrence de la question précédente, montre que le rayon de convergence est égal a 1.

¢) Léquation (1) est une équation différentielle linéaire du second ordre : (x*+1)f”(x) + 2xf’(x) = yf (x) = 0. Ses solutions

forment donc un espace vectoriel de dimension 2.

k(k+1)—vy
(k+1)(k+2)
moins) sur |-1, 1] sont solutions de cette équation et ne sont pas proportionnelles car 'une est paire et 'autre impaire.
Elles forment donc une base de 'espace des solutions. Toute solution de (1) dans C?(] - 1,1[) s’écrit donc f = AS, +uS; avec
(A p) e R%.
Notons que lorsque, de plus, il existe un entier n tel que y = n(n+1), 'une de ces deux solutions S, ou S; est un polynome
(suivant la parité de n).

Considérons la suite (c,,) définie par ¢ = c; =1 et la relation ¢y, = ck- Les deux fonctions S, et S; définies (au
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