CORRIGE : CONTROLE DE MATHEMATIQUES

Irrationnalité de certains réels (d’apres EPITA 2021)

) ) . Tt
Partie I. Irrationnalité de cos(g)

Question 1.
a) cos(4—n) = cos(n— E) = —cos(—) b) cos(—) = cos(n— 3—) = —cos(—n)
5 5 5 5 5 5
61 T T 7T 31 31
cos(?) = cos('r(+ E) = —cos| = cos(?) = cos(ZT(— ?) = cos(?)
9Tt T T 81 37 31
cos(?) = cos(2n— E) = cos(g cos(?) = cos(n + ?) = —cos(?)

Question 2.

2ik 2ik
a) 2°=-1 & (-2)°=1 & —z= exp( ! n)avec kel0,4] — z= exp(in+ ! n) avec k € [[0,4].
' 7 9i : 3
Les racines complexes du polyndme X° + 1 sont donc : e/™ = -1, exp(z?n), exp(z?n), exp(%), et exp(%).

b) Le coefficient de X* dans le polynome X° + 1 est nul donc la somme de ces racines est égale a 0. On a donc :

exp(i—n)+exp(ﬂ)+exp(ﬂ)+exp(%) =1
5 5 5 5 ) 7

— . e 31 7T I . .
En passant aux parties réelles on obtient : cos(g) + cos(?) + cos(?) + cos(?) =1 soit, compte tenu de la premiere

. T 37 1
question : cos(—) + cos(—) =—.
5 5 2
Question 3.

3 3 3 3
a) On a 2cos(—)cos(?n) = cos(—n + z) + cos(—n - E) = —cos(E) - cos(?n) d’apres la premiére question, donc
3

2

5 5 5

3 1 1 1
cos(%)cos(?n) =1 On en déduit que cos(%) et cos TT) sont les racines du polynome X? — EX T soit encore

de 4X%2-2X —1.

(€]

,\m
o

5 3
.Sachantque0<z<z<—n<n
5 2 5

b) Mais par ailleurs on sait que les racines de ce polyndme du second degré sont

1+v5 (3n) 1-v5
et cos| — .

4 5 4

3
ona cos(g) >0et cos(?n) <0, ce qui permet d’identifier : cos(g) =

Question 4. Supposons V5 rationnel, et écrivons-le alors sous la forme d’une fraction irréductible : V5 = P ona
q

p* = 5¢° donc p est divisible par 5 : posons p = 5p’. Mais alors 5p’> = q*> donc q est divisible par 5. Ainsi, p et g ne sont pas
premiers entre eux (ils sont tous deux divisibles par 5), ce qui est contradictoire avec notre hypothése de départ. On en

déduit que V5 est irrationnel.

TC . , . ) . . 2 . TC 2 \ ’ :
Supposons alors cos(g) rationnel, et écrivons-le sous la forme d’une fraction irréductible : cos( g) -fp apres 'expression
q

-9

; I . ., . T . .
trouvée en 3b on en déduit que V5 = , soit V5 € Q, ce qui n'est pas. Ainsi, cos(g) est irrationnel.
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Partie II. Irrationnalité de cos( ” ) pour n> 2

Question 5.
a) On calcule :
U, =4X2-1, U;=8X3-4X, Usz=16x*-12X2+1.
b) Montrons par récurrence que deg U, = n et que cdom(U,,) = 2" :
— Clestvraipourn=0etn=1;

— si n > 2, supposons le résultat acquis aux rangs n—1 et n— 2. Alors deg2XU,_| =n et degU,_, =n—-2 < n donc
degU, = n et cdom(U,,) = 2cdom(U,,_1) = 2" donc la récurrence se propage.

¢) Posons u, = U,(0). La suite (u,) vérifie les relations : ug =1, u; = 0 et pour tout n > 2, u,, = —u,_, donc il est facile
d’établir par récurrence que pour tout p € IN, up, = (=1)” et up,,; = 0.
d) Montrons par récurrence sur n que U, (-X) = (-1)"U,(X).
— Clestvraipourn=0etn=1;

— sin > 2, supposons le résultat vrai aux rangs n—1 et n—2. Alors :
Up(=X) = ~2XU,1 (-X)-Up2(-X) = =2X(~1)" Uy (X)~(=1)"2Up2(X) = (<1)"(2XU,1 (X)-Up2(X) ) = (1)U, (X)

donc la récurrence se propage.

Il en résulte immédiatement que U, est pair pour n pair et impair pour »n impair.

Question 6.
a) Montrons par récurrence sur # que pour tout 0 € R, sinOU,(cos0) =sin(n+1)0:
— Clestvraipourn=0etn=1;
— sin > 2, supposons le résultat acquis aux rangs n—1 et n— 2. Alors :

sin OU,,(cos 0) = 2cos Osin OU,,_1 (cos B) —sin OU,,_,(cos B) = 2 cos Osin(nB) —sin(n—1)0

Or 2cos 0sin(n0) = sin(n0 + ) + sin(nO — 0) donc sin OU,(cos B) = sin(n + 1)0; la récurrence se propage.
sin(n+1)0  (n+1)0
sin O 0 0

i 1)6
M on obtient U, (1) =n+1.
in0

Enfin, le polynéme U, ayant méme parité que n on en déduit que U, (-1) = (-1)"U,(1) = (-1)"(n + 1).

=n+ 1. Une fonction polynomiale étant continue, en faisant tendre

b) Lorsque O tend vers 0 on a

0 vers 0 dans la relation U,(cos 0) =

km
¢) Posons 0y = 1 pour tout k € [1,n]. D’apres la question 6a, U,(cos 6;) = 0. par ailleurs, ces n valeurs sont distinctes

dans I'intervalle ]0, [ donc les cos 6y constituent n racines distinctes de U,,. Sachant que degU,, = n et cdom(U,,) = 2" on
n

en déduit que U, = 2" ]_[(X —cos By).
k=1
Question 7.

a) D’apres la question 5aon a:

Vo=1, Vi=X, V,=X’-1, V;=x3-2X, Vy=x*-3X2+1.

1
b) On a degV, =degU, =n donc cdom(V,,) = ﬁcdom(U,,) =1.
X X X
¢) Pour tout 1> 2, UH(E) - XU,H(E)— Un_z(z) done V,(X) = XV,_ (X) = V,_»(X).

Montrons maintenant par récurrence sur n que V,, est a coefficients entiers :
— Clestvraipourn=0etn=1;
— sin>2, supposons le résultat acquis aux rangs n—1 et n— 2. Alors XV,_; et V,,_, sont a coefficients entiers donc il en
est de méme de V,;; la récurrence se propage.
d) Le coefficient de x* dans U, est égal a 2kyk ol py est le coefficient de x¥ dans V,,. Sachant que py est un entier relatif
on en déduit que le coefficient de X¥ dans U, est un entier divisible par 2k,
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Question 8.

n n-1 n-1
a) Ona q"Vn(I—j) = Zpkpkq"*k = p”+q(Zpkpkq”*1*k ) Ainsi, si Vn(g) = 0alors p" = —q(Zpkpkq"*I*k ) Le terme entre
17 = k=0 1 k=0
parenthéses est un entier, donc cette égalité montre que g divise p. S’agissant d’entiers premiers entre eux on en déduit
que g=1.
Ainsi, si V,, possede une racine rationnelle, celle-ci ne peut qu’étre un entier relatif.
b) Si r est une racine rationnelle de U, alors 2r est une racine rationnelle de V,, donc d’apres la question précédente,

il existe un entier p € Z tel que r = g Mais on a observé a la question 6c que les racines réelles de U, sont toutes dans

. o . . , , 1 1
I'intervalle |-1, 1[. Ainsi, les seules racines rationnelles que peut éventuellement posséder U, sont 5 0et 3

. N e . e e .
Question 9. On sait d’apres 6¢c que cos( 1 ) est racine de U,,. De plus, pour n>2ona 0 < =13 et la fonction

o . o g 1 T .
cosinus étant strictement décroissante sur [0, 7] on en déduit que 5 < cos( 1 ) < 1. Compte tenu de la question 8b on en
n+

£ 3. T . .
déduit que cos( ) ) est irrationnel pour n > 2.
n

Question 10.
a) Dérivons deux fois par rapport a 0 la relation : V0 € R, sin OU,,(cos 0) = sin(n + 1)0. On obtient successivement :
cos OU,,(cos 0) —sin? OU/ (cos 0) = (n+ 1) cos(n + 1)0
—sinBU,,(cos B) — 3sin O cos U/ (cos 0) + sin® OU//(cos ) = —(n + 1) sin(n + 1)

Dans cette derniere relation on remplace sin(n + 1)0 par sin OU,,(cos 0) pour obtenir :
YO eR, sin 9((1 —c0s?0)U(cos 0) — 3cos OU/ (cos 0) + ((n +1)2- l)Un(cos 6)) =0

On en déduit que pour tout 0 €]0, [, (1 - cos? 0)U,/(cos 0) — 3 cos OU;,(cos 0) + n(n + 2)U, (cos 0) = 0, soit encore que pour
tout x € |-1,1[, (1 —x%)U/(x) = 3xU},(x) + n(n+ 2)U,(x) = 0.

b) Ceci montre que le polynéme (1 —X?)U,/ = 3XU,, + n(n + 2)U, s’annule sur l'intervalle ]-1,1][. Il a donc une infinité de
racines, c’est le polyndme nul.

Question 11.

n n n n
a) Ona (1 -X2)U” = 3XU,, +n(n +2)U, = Zk(k a2 Zk(k —1)nXxE-3 kakxk +n(n+2) Zxkxk

k=2 k=2 k=1 k=0
n-2 n n n

= Z(k +2)(k+ 1) Ao XK = Zk(k ~1)nXE -3 kakxk +n(n+2) Zxkxk
k=0 k=0 k=0 k=0
n-2

- ((k £ 2)(k+ D + (0 +2) = k(k + 2))xk)x’< L (2n+ 1A, X
k=0

Par unicité de la décomposition dans la base canonique on en déduit que A,_; = 0 et que pour tout k € [[0,n — 2],
N o (n-k)(n+k+2)
2T Tk )k +2)
. ) . (1) (n—j
Montrons alors par récurrence sur j que pour tout j € [0, [ n/2]], Au—2j = T Ay

— Clest évident pour j =0;

— si 0 < j, supposons le résultat acquis au rang j — 1. Alors :

\ _ (n=2j+1)(n-2j+2) ' __(n—2j+1)(n—2j+2)(—l)j‘l(n—j+1))\
AT (2)(2n—2j+2) TmARRT 4j(n—j+1) g\ j-1 )"
:(—l)f (n-2j+1)(n-2j+2) (n—j+1) (Y () \ —(_1)j(”_j)x
4j j(n—j+1) G-Dn=2j+2)!"" " 4 jlm=20""" 4 \ j "

La récurrence se propage.
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b) Nous savons d’apres la question 5 que A, = 2" et que U, a méme parité que n, ce qui impose A, »;_; = 0 pour

|n/2] . [1n/2] ‘ An—i ‘
1<2j+1<n. Ainsi, U, = Z Ap2j X", soit : U, = Z(_1)12n—21( ‘ J)Xn—zj,

: : j

j=0 j=0

Polyndmes réels a racines toutes réelles (extrait de Mines PC 2021)

Partie I. Log-concavité des suites

b2 . .
j :]+1Xn ]+.1

Question 1. Soit j € [1,n—1]. On calcule .
jel I bji1bjyr n-j

> 1 donc la suite (by) est log-concave.

. a n
Question 2. Soit (ax) une suite ultra log-concave, et by = %; onaay= bk(k).
k
Soit j € [[1,n—1]). Les suites (by) et ") sont log-concaves donc b;_1b;,; <b?et|. " <" ’
] » . k k g J-LYj+L S j ]_1 ]+1 = ] :
S’agissant de quantités positives on peut multiplier les inégalités pour obtenir a;_ja;,1 < a]z, ce qui montre que (ay) est
log-concave.

. . . . .. . Aj+1 aj . A+
Question 3. Soit (a;) une suite strictement positive et log-concave. Pour tout j € [1,n—1], ! < —_ donc la suite -~
a; a; aj
] j-1 ]
est décroissante. Considérons alors trois cas :
. a
—si——>1lalorsayg<a; <--<a, <a,;
An-1
. ay
—si—<lalorsagza; =2---24a,_1 >a,;
0
. . . aj Aj+1
— dans les autres cas, il existe j € [1,n—1] tel que —— > 1> ——etalorsay<a; <---<a;>a;, > >4y,
aj a;
-1 ]

Dans les trois cas, la suite (a;) est unimodulaire.

Partie II. Polyndomes réels a racines toutes réelles

k k
Question 4. Posons P =g, ]_[(X - )\j)”i avec A\ <o < A et Zn]- =n.
j=1 j=1
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe pour tout j € [1,k — 1] une racine de P’ dans I'intervalle ])\j, A1 [. De plus, Ay, ..., Ak

sont racines de P’ de multiplicité respectives n; —1,...,1; — 1 (par convention une racine d’ordre 0 n’est pas racine).
k

Ceci donne en tout au moins (k—1) + Z(nj -1)=(k-1)+(n—k)=n—-1=degP’ racines pour P’ (comptées avec leurs
j=1
multiplicités) donc P’ est bien a racines toutes réelles.

Question 5. Q(X) = apX" +a; X" + .-+ +a,_1 X + a, donc Q est un polynome de degré inférieur ou égal a , et plus
précisément de degré n—ng o 1y est la multiplicité de 0 en tant que racine de P. En effet, X0 divise P et pas X"0*! donc

n
P= Z aka avec a,, = 0.
k=no k k 1 1
Posons P = g, X" l_[(X - )\j)"i ou Ag,..., A sont des réels non nuls. Alors Q =a, H(l - )\jX)”f donc IRREW sont racines
= i 1 k
de Q avec pour multiplicités respectives ny,...,ng. Ona ny +--- + 1y = n—ny = deg Q donc Q est a racines toutes réelles.

page 4 Lycée Marcelin Berthelot



Question 6. degQ; =n-k+1,degQ; <n-k+1 (voir question précédente) donc degQ < 2
La question 4 permet de montrer par récurrence que Q; est a racines toutes réelles; la question 5 qu’il en est de méme de
Q,, et de nouveau la question 4 que Q est a racines toutes réelles.

n

s n .
i = # ] k+1 . ]' 1’!7]' .
On calcule successivement Q; = ‘;1 TSy X ,Q, = ;1 a; o 1)!X ot enfin
j= j=
k+1
_ j! (= ke (k+Dl(n—k-1)! o (k=1)ln—k+1)!_,
Q= Z TGk D R 1 fktl 2 + agk!(n = k)X + ag 5 X

Ce dernier polynome est a racines toutes réelles donc a un discriminant positif ou nul, soit :

a,f(k!(n—k)!) —ap_qape (k+ 1) (n—k=1)N(k-1)!(n—k+1)! >0,

2
a a_1 a . .
—k) - KL ZL 5 0. La suite (ax) est bien ultra log-concave.

7 GID) G2

Question 7. Si o =0 la question 4 répond a la question.

Si a # 0 on a pour tout x € R, e**D(e™** P(x)) = P’(x) — aP(x). Il s’agit bien d’une fonction polynomiale de degré n.

Avec les notations de la question 4, les réels ay,...,a; sont racines au moins d’ordre n; —1,..., 1, — 1 de P’ — aP. En outre
la fonction x > e™**P(x) s’annule en ay,...,a; et admet (par croissances comparées) une limite nulle en +oo (si a > 0)
ou en —oo (si a < 0). Le théoréme de Rolle nous donne pour sa dérivée k — 1 racines b; €]aj,a;,1[ (1 <j<k-1)et une

généralisation de ce méme théoréme une racine de plus by € |—o0, a1 [ (si & < 0) ou by € Jag, +oo[ (si a > 0).
k

Tout ceci donne (en comptant les racines avec leurs multiplicités respectives) au moins (k—1)+1 + Z —1) = n racines,
donc le polyndme P’ — aP est bien a racines toutes réelles. j=1

ce qui s’écrit encore en divisant par (n!)? : (

Question 8. Posons Q =b,, I_[(X —@;) et raisonnons par récurrence sur .
j=1
- Sim =1 alors R=10,,(P’ - a;P) et la question précédente a montré que R est a racines toutes réelles.

m—1 m—1

— Si m > 1, supposons le résultat acquis au rang m — 1. Posons Q; = bml_l X-aj) = Zb;Xj. Par hypothese de
m—1 j=1 j=0

récurrence, le polyndéme R; = Zb]'-P 1) est a racines toutes réelles. Mais R = R} — a,,R; donc d’aprés la question 7 le

j=0
polyndme R est lui aussi a racines toutes réelles, et la récurrence se propage.
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