pC*

PROPRIETES DES SERIES SEMI-CONVERGENTES (CENTRALE PSI 2009)

Durée : 4 heures

Deéfinitions et notations

On rappelle le résultat suivant : toute partie X non vide de IN posséde un plus petit élément noté min X.

On dira qu’une série a termes réels est semi-convergente si elle converge sans converger absolument.

On dira qu’une suite (a,),en @ valeurs complexes vérifie la propriété (Py) si pour toute suite complexe (u,,),en bornée, la
série Zanun converge.

On dira qu’une suite (a,),cn a valeurs réelles vérifie la propriété (P,) si pour toute suite réelle (u,,),en, la convergence de
la série > u, entraine celle de la série > Aply.

Lobjectif du probléme est d’étudier, en particulier a I’aide de méthodes algorithmiques, des propriétés et des contre-

exemples de la théorie des suites et des séries et de caractériser simplement les suites qui vérifient (P;) ou (P;).
Les parties I et II sont indépendantes.

I Réorganisation des termes d’une série semi-convergente

(-1”

On se donne un réel x. On note, pour n € IN*, u,, = et on se propose de construire une bijection o de IN* dans IN*
) n

telle que ZMG(”) =x.
n=1

I. A — On définit simultanément par récurrence trois suites d’entiers naturels (p;),>0, (41)n>0, (04)n>1 €t une suite (S;),>0
de réels de la maniére suivante :

° p():qO:O,SOZO

e pourtoutneN,si S, >xalors q,.1=1+4, Pu+1="n Op+l = 2qu41 —1;

sinon g1 =g Pne1 =1+py On+l = 2Pn+1-
Dans les deux cas, S,,1 =S, +ug, -

On aura intérét a comprendre la construction précédente sous forme algorithmique.

I.A.1) Ecrire en Python une fonction suite(x, n) qui prend en argument x et I'entier n et qui renvoie la liste
[S0,51,S2,...,S,].

I.A.2) En modifiant la fonction précédente de fagon a ce qu’elle retourne le dessin de la liste des points de coordonnées
(n,S,,) pour n <70 on obtient, pour x = —1 et n = 70 le dessin représenté figure 1.
Que constate-t-on pour la suite (S,),s¢ ? Expliquer le principe de l’algorithme.

I. B - On pose dorénavant, pour tout n € N*, 6(n) = ,,. Prouver, pour n > 1, les propriétés suivantes :

{o(),0(2),...,0m} ={2,4,....2p,} U{1,3,..., 29, - 1}
Pntdn=n
Sn = Ug(1) T+ Ug(n)-

En déduire que o est injective.

I.C-
I. C.1) Démontrer qu’une suite d’entiers convergente est constante a partir d’un certain rang.
I. C.2) On se propose de démontrer que la suite (p,,),,» croit vers +oco.
a) On suppose dans un premier temps que cette suite est majorée.
Utiliser la question précédente pour démontrer qu’il existe un entier ng tel que pour #n > n,

n—1

1
S,>x et S5,=S5, —E .
0 et 2q,, +2k=2ny+1

En déduire une contradiction.
b) Déduire du raisonnement précédent que la suite (p,), ¢ diverge vers +oo.
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Ficure 1 — Représentation des valeurs S, pour x =—-1 et 0 <n <70.

I. C. 3) Justifier rapidement que (g,,) tend vers +oo.

I. C.4) Déduire de ce qui précede que o est une bijection de N sur lui-méme.

ILD-

I.D.1) Démontrer que, pour tout entier #n >0, 0n a [S,,; —x| <[S, — x| ou [S,41 — x| < [Ug(ns1)|-

I.D.2) En déduire que pour tout naturel N, il existe un entier n> N tel que [S,,;1 — x| < [tg(n11)|-
)

I.D. 3) Justifier 'existence d’un entier ng tel que pour n > ngy, p,, > 1 et g, > 1.

I.D. 4) Soit n > ng. On note v,, = max(|S,1 = x|, |uzp, ., | |u2qn+1,1 |)
Démontrer que (v,),»5, est décroissante. En déduire qu’elle converge vers 0.

I.D.5) Démontrer que (S,,) converge vers x et conclure.

LE-
n
1
I.E.1) Démontrer 'existence d’une constante y > 0 telle que ZE =Inn+7y+o(l) quand n — +oo.
n k=1
I.E.2) Donner un développement analogue pour Z %_1 " fonction de .
k=1
I.E. 3) Pn qn
s SR 1 1
a) Justifier, pour tout naturel n tel que p, > 1 et g, > 1, ’égalité: S, = ;2—]( - L o1

b) En déduire que S, = %ln(npnp )—ln2+o(1).
“FPn

¢) En déduire un équivalent simple de p,, et de g,,.
[ug()l + [ug) + - + tg(n)]
g |+ Juo] + -+ Juay

II Suites vérifiant (P;) et (P,)

d) Déterminer la limite de quand 1 — +oo.

II. A — Montrer qu’une suite complexe (a,),cN telle que la série Zan converge absolument vérifie (P;).
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II. B - Soit (a,),en une suite réelle telle que la série Z|‘1n+1 —a,| converge.
II. B.1) Prouver que la suite (a,),en possede une limite.

II. B. 2) Soit (u,),en une suite réelle telle que la série Zun converge. On note S,, = ug + u; + -+ + 1. Prouver, pour tout
entier naturel N, la relation :

N N-1
Z“n”n = Z(an - an+1)sn +anSn-
n=0 n=0

En déduire que la suite (a,),en vérifie (P;).

II. C - Soit (a,),cn une suite de nombres complexes telle que la série Zlanl diverge.

Construire une suite (u#,),cn de nombres complexes de module 1 telle que la série Zanun diverge.

Caractériser alors les suites complexes (a,,),en Vérifiant (Py).

II.D - Soit (a,),en une suite de réels positifs telle que la série Zan diverge. On se propose de construire une suite

(€4)nen tendant vers 0 telle que la série Zunen diverge. Pour cela on définit par récurrence trois suites (p;),eN, (€n)nen €t
(A,)eNny comme suit :

e pg=0,eg=1,A)=ayp;
€n-1

Pn = T+p,1 et g,=

Pn=DPn1 €t €,=¢€,1 sinon

e Pourn>1:

Dans tous les cas: A, = A,_1 +a,e€,.
I1.D.1) Ecrire une fonction Python serie(a) qui prend en argument la liste [ag,a;,...,4,] et renvoie la liste

[[Po’eo;Ao]» [Pre, ALl [pnlen'An]]'
II.D.2)
a) Démontrer que pour tout naturel N, il existe un entier n > N tel que : p,, = 1+ p,_; (on pourra raisonner par l’absurde).
En déduire qu’on peut définir une suite (1 )xe Strictement croissante d’entiers par :

ng = 0
Mgp1 = min{n €N } n>nietp,=1 +pn_1} pour k>0
b) Dans le cas général, calculer p,, , €, .

¢) Prouver que la suite (€,),cn tend vers 0 et que la série Zenan diverge.

II. E — Soit (a,,),en une suite de réels quelconques telle que, pour toute suite (€,),en de réels tendant vers 0, la série
Ze,,an converge.
a) Prouver que la série Zenlan| converge.

b) En déduire que la série Z|an| converge.

II. F — Soit maintenant (a,),cN une suite de réels telle que, pour toute suite (x,),cN, la convergence de la série an

entraine la convergence de la série Za,,xn.

II.E 1) Prouver que la suite (4,),en est bornée.

II.E. 2) Soit (€,),en une suite réelle de limite nulle. Prouver la convergence de la série Zen(anﬂ —ay).
II. E. 3) Prouver que la série Zlan+1 —a,| converge.

II.E 4) Caractériser les suites vérifiant (P,).
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