pC*

CORRIGE : PROPRIETES DES SERIES SEMI-CONVERGENTES (CENTRALE PSI 2009)

I Réorganisation des termes d’une série semi-convergente

I.A-

I.A.1) On définit la fonction suivante :

def suite(x, n):
P, 9, S =0, 0, [0]
for k in range(n):
if S[-1] > x:

q=1+gq
sigma = 2 * q - 1
else:
p=1+p
sigma = 2 * p
S.append(S[-1] + (-1) ** sigma / sigma)
return S

I. A.2) Ce graphe laisse supposer que la suite (S,) converge vers x.

Notons que la suite (2p,) prend toutes les valeurs paires de IN” et la suite (2g, + 1) toutes les valeurs impaires.

Lorsque S,, > x l'entier ¢, est impair et on soustrait le premier terme impair inutilisé donc S,;; <S,;; lorsque S, < x
l'entier 0,1 est pair et on ajoute le premier terme d’indice pair inutilisé donc S,,,; > S,,. Dans les deux cas on espere se
rapprocher de x.

I. B - Montrons les propriétés demandées par récurrence sur n € IN".
— Sin=1, deux cas sont possibles :

- Six<Oonag;=1,p;=0,01=1etS; =-1;
1
- Six;Oonaql:O,p1:1,01=2et51:§,

Dans les deux cas on vérifie que les propriétés énoncées sont vraies pour n = 1.
— Sin > 1, supposons le résultat acquis au rang n, a savoir :
o {o(1),0(2),...,0m} ={2,4,....2p,} U{1,3,..., 29, - 1};
® Putdn="1;
® S, =gyt tUgn):
Traitons la encore deux cas :
- Six<S,onagqu =1+q, pp1 =pneton+1)=2q,.,—-1donc {G(l),c(2),...,0(n),0(n+ 1)} = {2,4,...,2pn} U

{1,3,...,2qn—1}u{2qn+1 —1} = {2,4,...,2pn+1}U{1,3,...,2qn+1 - 1}.
Etppii+tquii =pntqutl=n+1.

-Six>=S,onaqu,1 =9qgu Pns1 = 1+p,eto(n+1)=2p,,; donc {0(1),0(2),...,0(n),0(n+ 1)} = {2,4,...,2p,,} U

{1,3,...,2qn—1}u{2p,,+1} = {2,4,...,2p,,+1}U{l,3,...,2qn+1 —1}.
Et pusi +Gpe1 =put+t1l+g,=n+1.

Enfin, dans les deux cason a S,,.; =S, + Ug(s41) donc S, 1 = (1) + -+ + Ug(y) + Ug(n41)- La Técurrence se propage.

L'union des ensembles {2, 4,..., 2p,,} et {1, 3,...,2q, - 1} est disjointe (1'un contient des nombres pairs, l’autre des nombres

impairs) donc card{a(l),...,G(n)} =p, +q, = n, ce qui prouve que les éléments o(1),...,0(n) sont deux a deux distincts.
Ceci étant vrai pour tout 7 on en déduit que ¢ est injective.

LC-
I.C.1) Soit (a,) une suite d’entiers qui converge. La suite (a,,1 —4,) converge vers 0 donc il existe un rang N & partir

duquel |a,,1 —a,| < 5 Ce qui impose a1 —a, = 0, s’agissant d’entiers. La suite (a,) est donc stationnaire.
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1.C.2)

a) La suite (p,,) est croissante donc si elle est majorée, elle converge et d’apres la question précédente elle est stationnaire :
il existe un rang n a partir duquel p,, = p,,,. Ceci impose pour tout n > ny, S,, > x. Mais alors, pour n > 1y, on a g1 = g, +1
donc q,41 = qu, +n+1—-ng et 0,41 = 24,41 —1 = 2q,,, +2n-2np+ 1.

n-l1 0k+1
P n=n d S, =S, + (Sk+1-=S S, + .
T
k=ng k=ng
Mai ! L et pui la séri Zl t di teetat énéral positif déduit que la séri
ails ~ — € uisgue la serie — €S ivergente et a terme genera OS1T1I ONn en dedul ue la serie
2qny +k—mg)—1 2k & P k & & P d

Z 5 "y =1 diverge. Etant a terme positif les sommes partielles divergent vers +co et donc lim$S,, = —co, ce qui
%0 ng)—

est contradictoire avec la minoration S, > x pour tout n > n.
b) La suite (p,) est croissante et ne peut étre majorée d’apres la question précédente, donc (p,,) diverge vers +oo.

I.C.3) Le raisonnement est analogue pour la suite (g,,) : cette suite est croissante donc si elle est majorée, elle converge
et elle est stationnaire. Il existe donc un rang n a partir duquel S, <x, py1 = py, +n+1 =19, 0,1 = 2(py, +n+1-1ny)
n-1
1
etS, =5, + Z La divergence de Z— entraine lim S, = +00, en contradiction avec la majoration
0 Z(qno +2k+2-2ng)’

S,<x.La sulte (qn) diverge donc vers +oco.

I.C.4) Considérons un entier quelconque m.

Si m est pair, il existe un entier n tel que 2p, > m puisque limp, = +co. Mais alors m € {2 ...,an} et d’apres 1.B,
me {0(1),0(2),...,0(71)}, ce qui signifie qu’il existe un entier k € [[1, n]] tel que o(k) = m.

Si m est impair, il existe un entier # tel que 2q,, — 1 > m puisque lim g,, = +co. Mais alors m € { 2 2q, - 1} et d’apres I.B,
me {0(1),0(2),...,0(71)}, ce qui signifie qu’il existe un entier k € [1,n]] tel que o(k) = m.

Nous venons de prouver que ¢ est surjective. L'injectivité a été prouvée a la question I.B, donc o réalise une bijection de
IN* sur lui-méme.

I.D-
I.D.1) Supposons x < S,,. Dans ce cas Ug(ne1) <0 €t Syp1 =Sy + Ugne1) < Sy

- Six<S,,qalors x<S,,1 <S,, donc |S,,,1 — x| <IS,, — x|

- Six >S5, alors S, <x <SS, donc [S,11 —x[ < IS, = Spy1| = u; n+1)|-
Supposons x > S,,. Dans ce cas tg(;41) > 0 et S;.1 =S, + tg(441) > Sy-

- Six>S,,alors S, <S,,; <xdonc|S,.; —x|<|[S, —x|

- Six <SSy alors S, <x <SS,y donc S, — x| <[S;41 =Syl = |u0(n+1)|-
I.D.2) Raisonnons par I'absurde en supposant l'existence d'un rang N a partir duquel on ait [S,,,; — x| > |ug(,41)|- D’apres
la question précédente on a pour tout n > N, [S,,,; — x| <S,, — x|. Plus précisément, compte tenu de la preuve effectuée a la
question précédente, on a pour tout n > N, x <S,,; <S,ouS, <S,;; <x
Ceci signifie que la suite (S,,) est monotone a partir du rang N, donc que I'une des deux suites (p,,) ou (q,,) est stationnaire,
ce qui est exclus par la question I.C.
I.D.3) La question I.C a montré que les suites (p,,) et (g,,) divergent vers +oo; il existe donc un rang ng a partir duquel
ppn=letqg, 21
I.D.4) La question I.D.1 a montré que |S,,,; — x| < max(|S,1 —x|,|u0(n+1)|). Oro(n+1)=2q,,1-1ouc(n+1)=2p,, donc
[ug(ne1)l < max(lugg,,, ~1l [u2p, ) et ainsi [S, —x| <w

Par ailleurs, les suites (p,) et (q,) sont croissantes et la suite (|u,|) décroissante donc |uy,, | <|up, | < vy et |uy,, 1<
| 1] < v,,. De ceci il résulte que v,,,1 < v,,.
In+1— n: n+ n

Etant minorée par 0 cette suite converge vers une limite £ > 0

D’apres la question 1.D.2, pour tout N > ny il existe un entier n > N tel que |S,,; — x| < |ug(,11)| avec pour consé-
quence v, = max(|ugp, . |, luzg,,,-11). Ceci permet de construire une suite extraite telle que pour tout n € IN, vy, =
max(luzp(l)(n)+1 |, |”2q(|)(n)+1—1 |). Sachant que les suites (p,,) et (g,,) divergent vers +oo et que la suite (u,) converge vers 0 on en
déduit que limvg,) = 0, et par unicité de la limite on en déduit £ = 0.
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I.D. 5) Pour tout n > ny, |S,, — x| < v, et (v,) converge vers 0 donc la suite (S,) converge vers x.

, ) w (=1)9
La suite (S,,) est la suite des sommes partielles de la série Zu"(”) donc nous avons prouvé que x = Z o)
o

une bijection de IN* dans lui-méme; autrement dit nous avons montré qu’il est possible de réordonner les termes de la
n

série Z ) pour obtenir nimporte quelle valeur réelle.
n

,0u o est

LE-
= 1 1 1 1 L
I.E.1) Posons u,, = Z% —Inn.Onawu,—u, = m + ln(l - Z) = O(ﬁ) donc la série Z’(u,1 —u,_1) converge absolument.

Par télescopage la suite (u,) converge vers une limite notée .

1 k+1 dt n+1 dt
Onapourtoutk}l,E>J —donc Zk j - =In(n+1)donc u, 2 In(n+1)—1Inn > 0, ce qui prouve par
k

passage a la limite que y > 0.

2n n
1 1 1 1
I.E.2) Ona, en sé tt irs et impai E _22 _d 2 L W
) na,en separan ermes palrs e 1mpa1rs L k L 2k — onc 2k _1 kil > L k

n
b . L 1 1 _ Y
D’apres la question précédente, kgl o1 In(2n)+y 2(lnn+y) +0o(l) = > 1nn+ 5 +In2+o0(1).

I.E.3)
n Pn Pn dn
a) D’apres la question I.B, S,, = ];uc(k) = };uzk + Zuzk 1= Z Y Z T
"Vl 1 qn
b) Sachant que limp, =limg, = +coon a ZE =Inp,+y+o(l) et Z
k=1 k=1

_1 Y
o1 Elnqn+5+ln2+o(1)donc

Pn

“In2+o(1 =n-p,.
n_pn) n2+o(l) carg,=n-p,

1 1 1
S, = Elnpn—alnqn—ln2+o(1) = Eln(

462x )

done py~ (e )

¢) Sachant que lim$, = x on a lim —2— = 4¢%*. Si on pose a,, = onap, =
) q " — p "o P Tra,

1
De l'égalité q,, = n— p, on déduit alors g, ~ (m)n.
d) Tout comme en I.E.3a et 3bona:

qn qﬂ

Y 1
ng |—Z|u2k|+Z|uzk 1'—sz ZZk—l (Inpu+ )+ 3104, + 2 +1n2+0(1) = S In(p,g,) +y +In2+0(1)

n 2x
1 4

Ici on a juste besoin d’un équivalent : ;lug(k)l ~3 In(pyqn)- Or ppgy ~ ((1+ZTx)2)nz donc In(p,g,) ~ 21nn.

n
n n n 1 Z |uc(k)|
On en déduit Z|“c(k)| ~Inn. Mais on a aussi Z|uk| = Z% ~1Inn donc lim k:i— =1.
k=1 k=1 k=1 Y fugl

k=1

II Suites vérifiant (P;) et (P,)

II. A - Si (u,) est une suite bornée on a a,,u,, = O(|a,|) donc si la série } a, converge absolument, la série E a,u, converge

absolument donc converge. On a montré que la suite (a,,) vérifie (Py).

I1.B -
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n—1
I1.B.1) Sila série ZlanH —a,| converge il en est de méme de Z(a”“ —a,), et par télescopage (a,, = ap+ Z(ak+1 —ai)) la
k=0

suite (a,) converge.

II. B. 2) Il s’agit d’une transformation d’Abel :

N N N 1 N-1
Zanun = aOSO + Zan(sn - Snfl) = Zunsn - ZunJrlSn = Z(un —Ap+1 )Sn + uNSN
n=0 n=1 n=0 n= n=0

Supposons que la série Zun converge, autrement dit que la suite (S,,) posséde une limite finie.

Une suite convergente est bornée donc (a,, — a,,,1)S,, = O(|a,41 — a,,]) donc la série > (a, —a,41)S, converge absolument

donc converge.
Par ailleurs, d’aprés la question II.B.1 la suite (a,,S,), produit de deux suites convergentes, est convergente.

Compte tenue de 1’égalité que nous venons d’obtenir par transformée d’Abel on en déduit que la série Zanun converge.
Ainsi, la suite (a,,) vérifie (P,).

6, (

II. C — Pour tout n € IN il existe un réel 6, tel que a,, = |a,|e sia, =0, 0, est un argument de a,, si 4, = 0 n'importe

quel réel convient) et posons u,, = e "% Alors pour tout n € N, a,u,, = |a,| donc la série Zanun diverge.
Nous avons montré en II.A que si Zla,,l converge la suite (a,) vérifie (P;) et nous venons de montrer en donnant un
contre-exemple que si Z|an| diverge la suite (a,) ne peut vérifier (P;). Les suites qui vérifient (P;) sont donc exactement

les suites (a,) pour lesquelles la série Zan converge absolument.

II.D -
II.D.1)

def serie(a):

1= [[6, 1, a[0]]]

for k in range(l, len(a)):
[p, epsilon, A] = 1[-1]
if A >= p:

p, epsilon = 1 + p, epsilon / 2

A = A + al[k] x epsilon
1.append([p, epsilon, A])

return 1

I1.D.2)

a) Supposons qu’il existe un rang N a partir duquel on ait toujours p,, = p,_; = pn- On a alors aussi €, = €,_; = ey pour
n>Netdonc A, =A, | +ena, pour n > N.

n
On en déduit que A, = Ay +en Z a,, et puisque la série Zan diverge on a lim A, = +c0. Mais alors il existe un rang

k=N+1
n >N pour lequel A, > p,,_1 = pn, ce qui a pour conséquence que p, = 1 +p,_;. Ceci est contradictoire avec I’hypothése de

départ, donc on peut affirmer que pour tout entier N il existe n > N tel que p,, =1+ p,_;.

Ceci montre que quel que soit n; € IN, I’ensemble {n eN | n>ngetp,=1 +pn_1} est non vide, donc possede un plus petit
élément, ce qui justifie la définition récursive de la suite ().
b) Montrons par récurrence sur k que pour tout k € IN, p,, =k.
— Clest vrai pour k = 0 puisque 1y =0 et py = 0.
- Si k > 0, supposons p,,, = k. Par définition de la suite (1) on a pour tout i € [, gy — 1] p; = py, =k etp,, =
Pn, -1 +1=k+1 donc la récurrence se propage.

Compte tenu de la définition conjointe des suites (1) et (&) on en déduit que ¢, = >

c¢) La suite (¢,) est décroissante et minorée par 0 donc converge, et la question précédente nous donne une sous-suite qui
tend vers 0 donc la suite (¢,,) converge vers 0.

La suite (A,) est la suite des sommes partielles de la série Zenan. Or pour tout k €N, p,,, =1+p,,_;donc A, | >p, 1=

Pn, =k—1. Ainsi, lim A, _; = +co et la suite (A,) ne peut converger. La série Zenan est donc divergente.
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II.E -

1 sia, >0

a) Posons pour tout n € N, a, = )
-1 sia, <0

E 0 €ndy, = E €,la,| converge.

b) Supposons la série (positive) Zla,,l divergente. D’apres la question II.D il existe une suite (e,,) qui tend vers 0 et telle

. La suite (a,€,) tend toujours vers 0 donc par hypothese la série

que la série E €,la,| diverge. Mais ceci rentre en contradiction avec la question précédente, donc on peut en déduire que

la série Zlanl converge.

II.F -

II.E. 1) Supposons la suite (4,) non bornée. Alors pour tout k € N, pour tout N € N, il existe n > N tel que |a,| > 2k Ceci
nous permet de construire par récurrence une suite strictement croissante d’entiers (1) en posant :

ng :min{n eN | la,| = 1}

Nyl = min{n eNN | n>ny et |a,| > 2k+1} pour k>0

Par construction cette sous-suite vérifie |a, | > 2k pour tout k € IN. Considérons maintenant la suite (x,) définie par

sin=n , . , . 1 . .
x, =14 2k k La série an converge car la série Z? converge, mais pour tout k € IN, Iankxnkl > 1 donc la suite
0 sinon

(a,x,) ne tend pas vers 0 et par voie de conséquence la série E a,x, diverge.
Mais ceci n’est pas possible, donc on peut en conclure que la suite (a,,) est bornée.

II.E 2) Réalisons de nouveau une transformation d’Abel :

n-1 n n—1 n—1
ex(are1 —ag) = Zek—lak - Zekak = €14y, + Z(ek—l — €k)ax — €pag
k=0 k=1 k=0 k=1

La suite (a,,) est bornée et la suite (¢,) tend vers 0 donc lime,_qa,, = 0.
Par télescopage la série Z(en,l —€,) converge donc par hypothese la série Z(en,l —€,)a, converge.

On en déduit que la série Zen(an+1 —a,) converge.
II.E. 3) On peut deés lors appliquer la question IL.E et en déduire que la série Zlan+1 —a,| converge.

II.E. 4) La question II.B a montré que si la série Zlanﬂ —a,| converge alors la suite (a,,) vérifie (P,). Nous venons de
démontrer la réciproque dans cette question IL.F, donc nous pouvons en conclure que les seules suites qui vérifient (P,)
sont les suites (a,,) telles que la série Zlan+1 —a,| converge.
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Extrait du rapport du jury

L'épreuve de Mathématiques I proposée cette année portait exclusivement sur les propriétés des séries numériques. La
premiére partie faisait voir que, lorsqu’on permute l'ordre des termes dans la série harmonique alternée, on peut obtenir
une série convergeant vers n'importe quel réel choisi a I’avance. La seconde partie donnait une caractérisation des séries
de terme général a,, telles que la série de terme général a,,u,, converge lorsque u,, est une suite bornée ou bien lorsque u,,
est le terme général d’une série convergente. L'énoncé donnait une place importante a I’écriture d’algorithmes permettant
de mettre en évidence numériquement les propriétés théoriques des séries considérées.

Analyse globale des résultats

L’énoncé étant assez long, une majorité de candidats a délaissé certaines questions (notamment, les questions I.D.1-5) qui
constituaient des étapes cruciales dans la progression vers le résultat de la partie I.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux candidats

Les correcteurs ont remarqué tout particuliérement les erreurs suivantes, qui semblent poser des difficultés a la majorité
des candidats. Il s’agit pourtant de questions de base relatives aux suites ou séries numériques, que les futurs candidats
sont invités a approfondir :

1. si v, tend vers ¢, alors v, = £ a partir d’un certain rang;

N

si u,, est décroissante et minorée par 0, alors u,, converge vers 0;

3. sia,y1 —a, tend vers 0, alors a,, converge;

o

L , 1
si la série de terme général a, converge, alors a,, = O — |;
n n n2

i

toute suite convergente d’entiers est monotone a partir d’un certain rang (énoncé non justifié et utilisé pour répondre
ala question I.C.1);

o

1 [S 1 = x| < 1S = x| + (), alors [S,,1 — x| < max(|S,, = x|, litg(n);

7. pour traiter la question I.C.1, de nombreux candidats admettent sans justification le fait que la limite d’une suite
d’entiers est un entier;

8. p, tend vers l'infini et g, = n—p,, alors g, tend vers l'infini;

9. si o est une application de IN dans IN « vérifiant Ker(c) = {0} », alors ¢ est injective (cet énoncé n’a ici aucun sens
puisque s n’est pas une application linéaire).
Les énoncés 1 a 4 sont des erreurs classiques sur les suites et séries numériques, qu’il est facile d’éviter en ayant bien
assimilé la partie du cours portant sur ce theme. L’énoncé 5 est essentiellement équivalent a ce qu’il fallait démontrer et
n’apporte rien. Lerreur 6 est une grave étourderie, puisqu’elle consiste a affirmer que |a| + |b| < max(|al, |b]). Pour éviter ce
genre d’erreur, il suffit de tester ce que l'on écrit sur un exemple numérique simple (par exemple a = b =1). Les points 7 a
9 sont plus spécifiques au sujet de cette année.

Conclusion

Les correcteurs considerent que la rédaction de la plupart des copies laisse beaucoup a désirer. Les futurs candidats
doivent absolument faire des efforts particuliers en ce sens, et apprendre a rédiger de maniére a la fois concise et précise.
En effet, un raisonnement obscur, ou certains arguments sont omis, mal compris ou méme seulement imprécis, est toujours
dévalorisé de facon significative par la notation. En outre, une rédaction claire des questions ou étapes intermédiaires
d’un raisonnement aide les candidats eux-mémes a mieux en comprendre le déroulement. Les correcteurs encouragent
donc les éleves de classes préparatoires a progresser dans cette direction.
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