PorLyNOMES DE TCHEBYCHEV

Durée : quatre heures

Ce probléme est constitué de trois parties. Les parties II et III sont mutuellement indépendantes.

Partie I. Polynomes de Tchebychev de premiere espece

On appelle polynémes de Tchebychev de premieére espéce la suite de polyndémes (T,) de R[X] définie par les relations :
To=1, T; =X etpourtoutnelN, T,,,=2XT,-T, (1)

Question 1.

a) Calculer les polyndmes T,, T; et Tj.

b) Déterminer pour tout entier n € IN le degré et le coefficient dominant du polynéme T,,.
c) Etudier la parité de T, ; on distinguera deux cas, selon que # est pair ou impair.

d) Calculer T, (1), T,,(-1) et T,,(0).

Question 2.
a) Montrer que T, vérifie la relation : V0 € R, T,,(cos 0) = cos(n0).

b) Peut-il exister un autre polyndme vérifiant la méme relation?

Question 3. Dans cette question uniquement on suppose que l’entier # est non nul.
a) Pour quelles valeurs de 0 a-t-on T,(cos0)=07?

b) Montrer que T, possede n racines réelles distinctes dans I'intervalle [-1,1], et en déduire que T, est un polynéme
scindé a racines simples dans R[X].

¢) En déduire des expressions simples fonction de n des réels :
-1

—Hcos(2k+1n) et S, = cos(2k+1ﬂ)
Pn= 2n "_k_o 2n '

N

Question 4.

a) Montrer que T, est solution, sur l'intervalle [-1,1], de I’équation différentielle suivante :
(1=x%)y" ~xy"+n’y =0 (2)
Indication. On pourra commencer par dériver deux fois la relation : VO € R, T, (cos 0) = cos(n8).

b) Le polynome T, est-il solution de I’équation différentielle (2) sur R?

Partie II. Polynomes de Tchebychev de seconde espece

On appelle polyndémes de Tchebychev de seconde espéce la suite de polynomes (U,;) de IR[X] définie par les relations :

Up=1, U;=2X etpourtoutneN, U,,,=2XU,,;-U, (3)
Question 5.
a) Calculer U,, U; et Uy.
sin((n+1)0)
b) Montrer que pour tout n€ N et 6 €e R\ wZ, U, (cos0) = —ano
1
c) Prouver que pour tout n € N, U, = ——T, _,, et en déduire que U, est un polynéme scindé a racines simples.

n+1

n
d) Démontrer enfin que T,,; = U,;; — XU, et en déduire que U, = ZX”_ka.
k=0
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Question 6. Dans cette question et la suivante, on fixe un réel x € R et on considére la fonction f, : t T oxir
—2xt+

a) Donner en fonction de la valeur de x I'ensemble de définition D, de la fonction f,.

b) Justifier que pour tout x € IR la fonction f, possede un développement limité a tout ordre en ¢ = 0.

n
¢) Prouver que ce développement limité d’ordre n en t = 0 s’écrit : f,(t) = ZUk(x)tk +o(t").
k=0

n
Indication. On pourra poser a priori f,(t) = Zak(x)t” +o(t") et utiliser la relation (1 — 2xt + t%)f,(t) = 1.
k=0

d) En déduire le développement limité a 'ordre 4en t =0de t — i

Question 7. Rédiger en Python une fonction developpement(x, n) qui prend pour arguments un réel x et un entier n
et qui renvoie la liste [Uy(x), Uy (x),..., U,(x)] des coefficients du développement limité a I'ordre #n en 0 de la fonction f,.

Partie III. Interpolation de Lagrange aux points de Tchebychev

Dans toute cette partie on suppose n > 1. Pour tout polynéme P € R,,[X] on note M(P) le maximum de la fonction x )P(x))
sur le segment [—1,1]. Le but de cette partie est de calculer la valeur minimale de M(P) lorsque P est un polynéme unitaire
de degré n.

Rappel. On appelle polyndme unitaire un polyndéme non nul dont le coefficient dominant est égal a 1.

1 1
Question 8. Dans cette question on considére la fonction ¢ : |1, +co[ — IR définie par ¢(x) = E(x + ;)

a) Montrer que ¢ réalise une bijection de ]1,+oo[ dans ]1,+oo|.

b) Prouver que Tn(q)(x)) = %(x” + %)

¢) En déduire que pour tout x > 1 on a T,(x) > 1, puis montrer que pour x > 1 on a T,(x) < 2y,

(n—k)m
n

Question 9. Pour tout k € [0, #n] on pose x; = cos( ) On observera que -1 =xp <xy <---<x,_1 <x, =1.

 X-xj  (X- X - X - X -
On définit aussi pour k € [0, 1] le polynome Ly = I_[ L = ( *o ) ( i )( Xkl )( Xn )

im0 MkTX WXk =X X = X1\ X = Xjey1 Xk = Xp
j=k
a) Calculer Li(x;) pour 0 <k <net0<i<nendistinguantlescasi#ketk=1.
b) Etablir que la famille (Ly,L,,...,L,) est une base de R,,[X].
Indication. On pourra commencer par montrer qu’il s’agit d’une famille libre.
¢) Déterminer quelles sont, dans cette base, les composantes d’un polynéme P € R, [X].
d) Calculer T, (xy) et en déduire la décomposition du polynéome T, dans cette base.
Question 10.
a) Etablir, pour x > 1 et k € [0, n]|, 'inégalité (=1)"*L(x) > 0 et en déduire, pour x > 1, I’égalité :
T, () = Lo ()] + [La (0] - [Lyy ()] + [Ln ().
b) Montrer que pour tout polyndéme P € R,[X]on a:
Vx>1,  |P(x)| < M(P)T,(x). (4)

c) A l'aide de l'inégalité (4) établir successivement que 1’on a, pour x > 1 et pour tout polyndme P unitaire de degré n :

Pe)l 1
M(P) > T n puis M(P) > =
1
d) Donner en fonction de T,, un polynéme unitaire de degré n tel que M(P) = it
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