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CORRIGE : ETUDE D'UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE (MiNgs PC 2007)

I Deux représentations de S,

sin(nx)
P
normale, et donc uniforme, sur R. Les fonctions f,, étant continues, on en déduit que S, est continue sur R.

1
1. Pour tout n > 1, notons f, : x Sur Ron a ||fylle = pry donc lorsque a > 1 la convergence de an est

2. Au voisinage de 0 on a J(t) P ou K = est une constante non nulle donc J est intégrable sur ]0,1] si et

ti-y 1-u
seulement si y > 0.
Au voisinage de +oco0 on a J(t) Iox tr-le = O(e™/?) donc la fonction J est intégrable sur [1,+oo[ pour tout y € RR.
(Y (&)

En conclusion, J est intégrable sur ]0,+oo] si et seulement si y > 0.

= 1—(ue )N
3. Pourtoutt>0onaue’ =1 donc E (we™)" = oot et ainsi
—ue
n=0

Rn(t) =\, -

( u M(l _(ue_t)N))tal — u(ueit)N tocfl
(S

4. Appliquons le théoréeme de convergence dominée.
- La fonction Ry est continue (par morceaux) sur ]0, +oo[;

— La suite de fonctions (Ry) converge simplement vers la fonction nulle sur ]0,+co[ car 0 < ue™" < 1 et compte tenu de
I’expression obtenue a la question précédente;

tOL*l
- |Rn(8)] < = P(1).
Rn(0)] < S— = (1)
La fonction ¢ est continue (par morceaux) et intégrable sur ]0,+oo[ d’apres la question 2 (car a > 0) donc le théoréme
+00
s’applique : la fonction R,, est intégrable sur ]0, +oo| et Nlim Ry(t)dt = 0.
—+o0 Jo

a-1
5. Lafonction t

est intégrable sur ]0,+oo[ d’aprés la question 2, et pour tout N € IN7,

N-1 N-1

+00 uta—l +00 +00 +00
f — dt :j (ue—f Z(ue—f)"t“—l +RN(t))dt = Zu"“f e~(+1)t ol dt+f Ry (t)dt
0 e-u 0 n=0 n=0 0 0
car il s’agit d’'une somme finie de fonctions intégrables.
; oot i —(n+1)t ca-1 1 e —x oa-1 I'(a) :
Le changement de variable bijectif x = (n+1)t donne e 7 dt = ——— e " x% " dx = ——— eten faisant
0 (n+1)* ), (n+1)*
+eo y ya—1 o yntl RAS
tendre N vers +co on obtient f ; =T(a) Z— =Ia) ) —.
o e'-u (n+1)* ne
n=0 n=1
) +oo oix yo-1 Ix einx
6. En admettant que cette formule reste vraie pour u = e'* avec x €]0, 21| on obtient J ——dt =T(a) Z o et
0 e —e by n
+00 ix a—1
en ne considérant que la partie imaginaire : I'(«t)S4(x) = J Im( — )dt. On calcule :
0 e —e
eix eiX(et_e—iX) eteix_l et eix_l eix_e—t 1 eix_e—t
ef—e™  |ef—e*|2  (e!—cosx)?+sin’x eX-2efcosx+1 ef-2cosx+e~t 2cht—cosx
t ainsi S, (x) sinx (7747 égalité i t i eR\2nZ 2 ériodicité
et ainsi S, (x) = , égalité qui reste vraie pour x nZ par 2m-périodicité.
“« 2I(a) Jo cht—cosx & d P p P
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1 1 1 1O ot el & ot
7. P toutt>0 =—N— )= d = t t)=u"——.
ourtod N hr—u cht(l—%) cht %(cht)” N ht—u ;fn( Javee fult) = u (cht)n+l

Appliquons maintenant le théoréme d’interversion somme / intégrale.
n

. . u
— f, est continue (par morceaux) et intégrable sur |0, +oo[ car f,(t) ¥

1 avec & >0, et f,(t) ~ 2 yelem ()t
B +00
O(e—t/Z);

+00
a—1
cht—u

+00 +00 ta—] +o00 ta—l
— Enfin, t)|dt = |u|" — —dt<Klu/"ouK = dt est une constante.
| henar = | e ar <K o

— La série E fn converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction ¢ , continue (par morceaux) sur |0, +oo|.

a-1

est intégrable

Puisque la série } |u|" converge le théoréme d’interversion s’applique : il prouve que la fonction ¢ —

+00 tOL—l too +00 tﬂé—l
0, t di = "———dt.

sur ]0,+oo[ et que J; S %L u (chy
+00 t(x—l too +00 to‘_l

8. Pour x e R\nZ on a cosx € |-1,1[ donc .[0 mdt = ;(cosx)njo Wdt et d’apres la question 6,

sinx B T sinx . , .
Salx) = () Z(cos X) (o)™ dt = T(a) G,(cosx) avec les notations de 1’énoncé.
n=0 0 ¢

I Comportement asymptotique

9. Soit € > 0. Par définition il existe & > 0 tel que pour tout s € [0, 8], [B(s) —as)‘_1| < eas™1, ce qui conduit a la majoration :

o ) +00
J (B(s)e_"S —as™! e_”s)ds < eaf sMle™ds < eaJ sMle ™ ds
0 0 0

: e A-1 —ns 1 e A-1 —t r()‘) )N
Le changement de variable t = ns donne sV e ds = — t" e tdt = —<,d’ou
0 n Jo nt
o a
j (B(s)e’"s —asM! e’"s)ds <e—~T(})
0 n

10. Ona|B(s)e ™| <|B(s)| et Jas* ' ™| = O(e™¥?) donc la fonction s - B(s)e™™ —as* 1 e est intégrable sur [9,+oo]

pour n > 1, et pour n > 1 on peut majorer de la fagon suivante :

+00
J. (B(s) e —gs! e_”s) ds
o

+00 +oo
< J. |B(s)e_”5 —as™! e_”5|ds = j e_("_l)s)B(S)e_S —as™! e_5|ds
o o
+o00 )
< j e_(”_1)6|B(s)e_s —asM! e_s‘ ds = C(&)e ("1
o
+00
ot C(8) = f |B(s)e™* —as* ™| ds.
o
11. Les deux questions précédentes montrent que pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout n> 1,

+00 X
j (B(s)e"s —asM! e’”s)ds < eif()\) +C(8)e (710
0

nr
1 !
Lorsque n tend vers +oo on a e (=18 — 0(7) donc il existe un rang a partir duquel C(E))e_(”_l)6 < e%I‘()\).
+00 n n
+o0
Par ailleurs on a déja calculé j as* e ds = %I‘()\) (a 'aide du changement de variable ¢t = ns) donc nous avons
0 n

montré I’existence d’un rang a partir duquel

+00 a
J B(s)e " ds— —<T(\)
0 n

< Ze%F(X), ce qui traduit I’égalité demandée :
n

Jm B(s)e ™ ds = —T(A)(1+0o(1))
0

+00 n)\
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12. Commencons par résoudre pour s > 0 I’équation e® = ch ¢ d’inconnue t > 0 :

t

e =cht & 2e°=el+e! & e*-2ee!+1=0.

On a donc ef = e*+Ve2s—1 ou ef = e* —Ve25—1 mais cette derniére solution est a rejeter car e!>1. Ainsi, t = ln(es +Ve2s -1 )

sht Veh?t -1 esds

Le changement de variable s = In(ch ) est bijectif et ds = — dt = ————dt donc df = . Ainsi,
cht cht 25 1
-1
too  a-1 +eo (In(es +VeZ —1))"
an:j S dt:J- ( ( )) e " ds
o (chp)ymt 0 e -1

13. Au voisinage de 0, Ve?s — > V2s donc e® +Ve2 -1 = 1 + V2s + o(V/s) et ln(e5+ Ve25—1) > V2s. Ainsi, B(s) > (V25)%72,

14. Posons a = (\/5)“_2 et A= %. Alors B(s) as* !, autrement dit B(s) = as)‘_l(l +o(1)).

0
a-2 r(a/z)
no/2

+00
On peut donc appliquer la question 11 : J B(s)e™ds = aw(l + 0(1)) et ainsi a, = (V2)
0

X (1+0(1)), ce qui

signifie que lima,n®? = (V2)* 2T (a/2).
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