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CORRIGE : MATRICES DE DISTANCE EUCLIDIENNE (MiNEs PC 2024)

1 — Matrices de Hadamard

1> Les matrices Hy = (1) et Hy = (i _11) sont des matrices de Hadamard.

2> Soit H une matrice de Hadamard, et H; la matrice obtenue en multipliant une colonne par —1. Les colonnes de H;
restent orthogonales et de norme égale a V1, donc H; est aussi une matrice de Hadamard.

Soit H, la matrice obtenue en échangeant deux colonnes de H. Les colonnes de H, restent orthogonales entre elles et de
norme égale a V1, donc H; est aussi une matrice de Hadamard.

Sachant que H' est aussi une matrice de Hadamard, il en est de méme si on réalise ces opérations sur les lignes.

3> Soit H une matrice de Hadamard. Pour tout j € [[1, 7] tel que H, ; = —1, multiplions la j¢ colonne par —1. On obtient
une matrice H dont la premiére ligne n’est constituée que de 1, et cette matrice est de Hadamard d’apreés la question
précédente.

Si n > 2, toutes les autres lignes de H’ doivent étre orthogonales a la premiére, et doivent donc comporter autant de 1 que
de —1, ce qui impose a n d’étre pair.

41> Soit H une matrice de Hadamard d’ordre n > 4, et H' la matrice de Hadamard construite a la question précédente :
sa premiére ligne ne comporte que des 1, et la seconde autant de 1 que de —1. Permutons les colonnes de H’ de sorte de
placer les n/2 coefficients de la seconde ligne égaux a 1 en premier. D’aprés la question 2 on obtient une matrice H” qui
est toujours de Hadamard.

Considérons alors la troisieme ligne de H”, et notons hy,..., h, les coefficients qui s’y trouvent.
1n/2 n/2

Cette ligne doit étre orthogonale aux deux précédentes, donc Zh =0et Zh - Z h; =0, ce qui impose Zh =0.

i=1 i=1 i=n/2+1 i=1
L'entier n/2 doit donc étre pair, ce qui impose a n d’étre un multiple de 4.

2 — Quelques résultats sur les endomorphismes auto-adjoints

51> D’apres le théoréme spectral, f est ortho-diagonalisable : il existe une base orthonormée (e, ...,e,) formée de
vecteurs propres de f : f(e;) = Ae;.

6> D’apres la formule de Grassmann,
dim(SNT;) =dimS+dim T, —dim(T, +S) =k + (n+ 1 —k) —dim(Ty +S) = n+ 1 — dim(T} + S).
Or dim(T +S) < n, donc dim(SNTy) > 1 et ainsi SN T, = {0}.

7 > Soit donc x € SN T \ {0}. Quitte a remplacer x par —, on peut supposer ||x|| = 1.

|| [
n n
Puisque x € Ty, posons x = inei. Alors f(x) = ZA x;ie; et (x| f(x)) = ZAx Ak lez = MlIxlI? = A, donc
i i=k

i=k
max (x| f(x)) = M. A fortiori, max (x| f(x) ) > Ak.
x€SNT, ||x||=1 x€S, [|x]|=1

8> La question précédente montre que pour tout S € i, max (x| f(x)) > A et donc mln( max (x| f(x))) =\
x€S, [lxll=1 Semy\xeS, |lxl|=1

k
Considérons maintenant le sous-espace vectoriel Sy = Vect(ey,...,ex), et x = inei € Sj un vecteur de norme 1.

k i=1
Ona (x| f(x))= Z)‘ixiz < A lez =X donc max (x| f(x)) <Ak, ce qui prouve que mm( max (x| f(x))) < Ag.

e €Sy, [lxll=1 Semy \xeS, ||x|=1

D’ou finalement I’égalité : mm( max (x| f(x ) A
Semy \xeS, ||x]|=1
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9> Soit M € S, (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D = diag(Aq,...,A,) tel que M = PDPT. Posons
A= diag(\/)\_l,...,\/)\_n). Alors M = (PA)(APT) = B'B avec B = APT.

Soit maintenant M € S, (IR) ne possédant qu’une seule valeur propre strictement positive A, de multiplicité égale a 1, et u
un vecteur propre unitaire associé a A.

Posons N = Auu® =M, et complétons (#) pour former une base orthonormée (u =ey,...,¢,) de vecteurs propres de M. On

notera f(e;) = A; <0 pour i > 2.
n

n n n

Pour tout x € R”, posons x = inei. Alors Nx = Mu | x)u —Mx = Axju — Z)\ixie,- =- Z)\ixie,- et xTNx = — Zkixiz =20
i=1 i=1 i=2 i=2

donc N € S} (R), et d’aprés le point précédent, il existe B € M,,(R) tel que N = BTB.

3 — Caracterisation des MDE

1 1
10> OnaPl=1I,- —(eeT)T =1,- —eel =P donc P est symétrique.
n n

2
e i elu . . N
OnaPe=e- %e —e-e=0etsiucle},Pu=u- L’Re = u donc P est la matrice canoniquement associée a la
projection orthogonale sur Vect(e)™.
(Il — x:11? T _ (115112 T _ (115112 M. = ((x: | x:
e OnaD=(lli-xl) ., Cet = (i), ., eCT=(IxlP) _, . etMiMy=((xilxp) .-

De l'égalité ||x; — x]-ll2 = lx; 11 + ||x]-||2 —2(x; | xj) on tire alors : D = Cel +eCT - ZMKMA.

P est la projection orthogonale sur Vect(e)* donc Pe = 0 et (en transposant) e’ P = 0. On en déduit déja que T(CeT) =
T(eCh)=0.

Ainsi, T(D) = PMAMAP = (MaP)T(M4P), ce qui montre que T(D) € S,,(R).

Ses valeurs propres sont positives puisque T(D)x = Ax = A||x||> = |[MsPx]|?, et T(D)e = 0 (puisque Pe = 0). Ainsi,
T(D) € Q,,.

12> D’apreés la question 9, il existe B € M,,(R) tel que A = B'B. Pour 1 < j <7, on note bj la j¢ colonne de la matrice B.
n

Les coefficients diagonaux de A sont alors les Zblzj = ||b]~||2.

i=1
Notons By,..., B, les points dont les coordonnées respectives dans la base canonique de R" sont les by,...,b,. Alors d’apres
la question précédente, K(A) est la matrice des distances euclidiennes de ces points, et ainsi K(A) € A,,.

131> On reprend les notations de la question précédente.

Soit A € ,,. La question 12 a montré que K(A) est la matrice des distances des points By,...,B,. D’aprés La question 11,
ToK(A) = (MgP)T(MgP) = (BP)T(BP), car ici Mg = B. Ainsi, T o K(A) = PBTBP = PAP.

Or A€, donc Ae =0, et puisque A est symétrique et que P est la projection orthogonale sur Vect(e)*, AP = A et PA= A,
donc ToK(A) = A.

1
14> Si D est une MDE, la question 11 a montré que T(D) = _EPDP appartient a (),,, donc est positive.

1
Réciproquement, supposons que A = _EPDP soit positive. Puisque D est symétrique il en est de méme de A, et puisque
Pe=0ona Ae(,. Mais A =T(D) donc D =K(A) € A,,, autrement dit D est une MDE.

15> Soit M une matrice symétrique a coefficients positifs, de diagonale nulle et ayant une unique valeur propre A
strictement positive d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre e.

A
D’apres la question 9, en posant u = Te, il existe B € M, (R) tel que M = Auu' —BTB = EeeT -B'B.
n

1 1 1
Sachant que Pe=0on a —EPMP = EPBTBP = E(BP)T(BP), et cette derniere est positive puisque pour tout X € M, ; (R),

XT(BP)T(BP)X = ||BPX||?> > 0 donc d’apres la question précédente, M est une MDE.

4 — Spectre des MDE

16 > Soit D une MDE. Cette matrice est symétrique réelle donc diagonalisable; la somme de ses valeurs propres est
n

donc égale a sa trace, et puisque sa diagonale est nulle, Z)\i =0.
i=1
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1
17> D’apres la question 14, la matrice _EPDP est positive donc pour tout x € R", xT PDPx < 0. Mais lorsque x € Vect(e)*

on a Px = x et donc en transposant xTP=xT, ce qui donne xTDx <0.

18 > Posons S = Vect(e)*. On a dim$S = n—1 donc d’aprés le théoréme de Courant-Fischer, A,_; < gnlzlnt)l(l x Dx, et la
x€S, ||x]|=1

question précédente implique alors que A,_; < 0.
n-1

Les valeurs propres étant ordonnées par ordre croissant, on en déduit que Z)»k < 0. D’aprés la question 16 on en déduit
e
k=0
que A, = —Z)\k > 0.
k=0

De plus, si on avait A, = 0, on aurait aussi Z)\k = 0 et s’agissant d’'une somme de termes négatifs, ceci impliquerait

k=0
Ay =--- =X, 1 = 0. Mais alors on aurait D = 0, ce qui n’est pas. On a donc A, > 0.

n—-1

Probleme inverse pour les MDE

19> La matrice A est symétrique (car diagonale) donc D est symétrique. La matrice U est orthogonale donc D et A sont
semblables : elles ont mémes valeurs propres et les dimensions des sous-espaces propres sont identiques (donc A; est
valeur propre simple de D). Il reste a justifier que les coefficients de D sont positifs et que sa diagonale est nulle.

Le coefficient de rang (7, ) de D vaut :

n n n

1 A 1
E MUpiUgj = E AkHigiHij = —-Ho il j+ E MeHi,iHi j
k=1 k=1 k=2

n n
Par hypothése on a Hy; = Hy; = 1 et Hy;Hy; € {-1,1} donc M Uy,iUgj 2 A+ ZAk = 0. Les coefficients sont bien
positifs. k=1 k=2
n 1 n
Enfin, pouri=jona Z}‘kUlzi =- Zkk = 0. la diagonale est bien nulle.
toon
k=1 k=1

20> Pour appliquer la question 15, il reste a vérifier que e est vecteur propre pour la valeur propre A;. Pour ce faire on
observe que la premiére ligne de H est égale a e'. Comme toutes les lignes de H sont orthogonales entre elles, on a donc

n n
0 0
He =] . [ puis AHe= )] . |, etenfin HTAHe = Arne. Ainsi, De = Aje et d’apres la question 15, D est une MDE.
0 0
1 1 1 1 5 0 0 0
RS T ) o -1 0 o T o : »
21> Posons H = 1 -1 1 -1/ U=-H, A= 0 0 -2 ol et D=U"AU. D’apreés les questions précédentes,
1 -1 -1 0 0 0o -2
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