CORRIGE : ETUDE D'EQUATIONS FONCTIONNELLES (ECrRIN P 1995)

Partie 1.

Question 1. Si P est un polyndme constant on a A(P) = 0 donc deg A(P) = —co.

n
Si P n’est pas constant, posons P = Zaka, avecn>1eta,#0.

k=0
n

nooi . non . n n .

_ , i (P |k = {1 xk _ _ k - ()=
P(X+1)_;al(X+1) _;;al(k)X _;;a,(k)X donc P(X +1) P(X)_;ka avec bk_;al(k) ag.
i= i=0 k= =0 i= = i=

On observe alors que b, =0 et b,,_; = na,, # 0 donc A(P) est de degré n—1 =degP —1.

Question 2. La question précédente montre que degP >1 — A(P) = 0 donc Ker A = E,.

Question 3. A est valeur propre si et seulement s’il existe P = 0 tel que A(P) = AP. Si A # 0 ceci implique que deg A(P) =
degP, ce qui n’est possible que si P = 0 d’aprés la question 1. On en déduit que 0 est la seule valeur propre de A, son
sous-espace propre étant Ker A = E,.

Question 4.

a) On a E,, = Vect(1,X,...,X") donc A(E,,) = Vect(A(X),...,A(X")) (puisque A(1) = 0). D’apres la question 1 la famille
(A(X),...,A(X")) est échelonnée en degré et engendre E,,_;, donc A(E,)) =E,,_;.

b) Soit Q € E,,_;. D’apreés ce qui précede il existe Py € E,, tel que A(Py) = Q. Pour tout Pe Eona A(P)=Q < A(P) =
A(Py) < A(P-P))=0 < P-PjeKerA = E, donc I'’ensemble des polyndomes P vérifiant A(P) = Q est I’ensemble
{PO +A | AE IR}. Il reste a observer que parmi ces polynomes seul le polyndme P = Py — Py(0) vérifie la condition P(0) =0
pour conclure.

Question 5. D’apres ce qui précéde on peut chercher A sous la forme A = aX® + bX? + ¢X. On calcule A(X +1) - A(X) =

3aX% + (3a+2b)X + (a+b+c) donc a = %,b:—z,c: ¢
nn+1)(2n+1)

1 1 1
Par télescopage S(n) = A(n+1)—A(0) = A(n+1) = 5(n+1)3—§(n+1)2+g(n+1): —

Partie II.

Question 6. Pour tout x > 0, T(f,)(x) = cos(2mn(x + 1)) — cos(2mnx) = 0 car 21tn = 0 mod (21) donc f, € KerT.

Montrons par récurrence sur n € IN que la famille (fy, fi,..., f,,) est libre.
— Sin=0,lafamille (fy) est libre car fy n’est pas la fonction nulle.

— Sin>1, supposons la famille (fy, f1,..., f,—1) libre, et raisonnons par I’absurde en supposant la famille (fy, f1,..., f,,) liée :

n-1
il existerait alors des scalaires non tous nuls (car f, n’est pas la fonction nulle) Ag,..., A, _; tels que f, = Z)\kfk.
k=0

n-1 n-1
En dérivant deux fois on obtient (27tn)*f, = Z)\k(znk)sz donc 0 = Z4n2(n2 —k*)Arfi = 0, ce qui contredit la liberté
k=0 k=0

de cette famille. La récurrence se propage.

Ainsi, si Ker T était de dimension finie #, une famille libre ne pourrait comporter plus de n éléments, en conséquence de
quoi la famille (fy, f1,..., f,) serait liée. Ker T est donc de dimension infinie.

Question 7. Procédons par analyse/synthese.

Si une telle fonction f existe, alors pour tout x > 0, pour tout k € N, f(x+k+1)— f(x+k) = g(x + k) donc pour tout n € IN%,
n-1

pour tout x € ]0,1], f(n+x)— f(x) = Zg(x + k). On en déduit que f est nécessairement définie sur tout intervalle de type
k=0

—_

Jn,n+1] (n € IN) par la relation f(x) = ¢(x—n) + Y g(x—n+k).
0

=~
Il
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Réciproquement, considérons la fonction f définie sur |0, +oo[ par :
* pour tout x €]0,1], f(x) = ¢(x);
n-1
* pour tout n € N, pour tout x € |n,n+ 1], f(x) = d(x—n)+ Zg(x— n+k).
k=0
Alors pour tout n €N, pour tout x € Jn,n+1]Jonax+1¢€]|n+1,n+2] donc

n
flx+1)=((x+1)=(n+1)) Zg (x+1)=(n+1)+k) = c[)(x+n)Zg(x—n+k):f(x)+g(x)
k=0
soit T(f) =g.
Cette question met en évidence un antécédent de g par T pour tout g € F, donc T est surjective.

Question 8. f eF(A) & Vx>0, f(x+1)=(A+1)f(x). Nécessairement f est alors défini sur tout intervalle |n,n+ 1]
(n € N) par la relation f(x) = f(x—n)(A+1)". En imposant en plus a f d’étre constante égale a 1 sur ]0,1] on obtient

f) =+
La fonction f définie sur ]0,+oo[ par les relations précédentes est non nulle et vecteur propre de T pour la valeur propre A,
donc tout réel est valeur propre de T.

Partie III.

Question 9.

a) T(0) =T(¢$)—T(P) = 0 donc pour tout x > 0, 0(x + 1) = d(x). On en déduit par récurrence que pour tout x € |0, 1], pour
tout n € N, 8(x) = &(x + n). En particulier, pour tout n € N*, 8(n) = 6(1) = $(1) - P(1) =a—-a = 0.

b) Soit x€]0,1]. Ona o(x + n) = ¢p(x+n) — Y(x+n) < d(n+1)—P(n) car ¢ et P sont croissantes. De plus, dp(n+1)—P(n) =

T($)(n) + d(n) — Y(n) = % +9(n) = %, donc d(x) < %
1

De méme, 6(x+n) = ¢(n) —Y(n+1) =0(n) - T(P)(n) = —% donc - < o(x) <
0

En faisant tendre n vers +oo on en déduit que pour tout x € ]0,1], d(x) = uis, a l'aide de la relation 6(x + 1) = 6(x) on
étend ce résultat par récurrence a tout intervalle |n,n+ 1] (n € IN), donc a ]0, +oo[. Ceci prouve que ¢ = .

o ==

1
Question 10. Pour tout x € ]0,1], 1= falx+1) = fo(x) < f2(2) = fu(x) donc f,(x) < fu( )— —. En faisant tendre x vers 0 on
obtient que limfa X) = —oo. .
Par tél établit lt i la séri l t iti t di te, li (n) =+
ar télescopage on établit que f,(n Zk puisque la série Zn est positive et divergente, i{.?fa 1) = +oo.

La fonction f, étant croissante, on a pour tou x>0, f,(x) > f,(x]) et donc lim f,(x) = +o0.
+00

Question 11.

1
a) On fixe x > 0. u,(x) = () et O(ﬁ) donc la série de fonctions Zun converge simplement sur |0, +oo].

+00

b) OncalculeT(fa)(x):fa(x+1)—fu(x):%— =) (e D=y ) = = - — +i( ! _;)_

x+1 x x+1 — n+x n+l+x

n=1
N

Par télescopage, Z(

n=1

+00
1
Onafa(l)za—1+;(z— "
n=

Enfin, f, est une somme de fonctions croissantes donc est croissante. Il s’agit donc d’une fonction de F vérifiant les
conditions C;(a), sont unicité étant assurée par la question 9.

1 1 )_ 1 1
T x+1 N+1l+x

R =

- donc en faisant tendre N vers +oo on obtient T(f,;)(x) =
n+x n+l+x

1 ) et la encore par télescopage f,(1) = a.

. . . .\ . 1
Question 12. Soit a > 0. Sur I'intervalle ]0, «] la fonction u,, est positive et croissante donc ||u, || = u, () = O(_z) La
n

convergence de E u, est normale donc uniforme sur ]0, a]. Les fonctions u, étant continues sur ]0, a], la fonction f, est
elle-méme continue sur cet intervalle, puis par recouvrement sur ]0, +oo[.
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Question 13. Les fonctions u, sont de classe € sur ]0,+oo[ et u),(x) = 5. Sur cet intervalle on a It lloo = — donc
n

(n+x)
la convergence de Zu est normale et par suite uniforme sur ]0 +oof, o
On en déduit que f, est de classe €' sur ]0,+oo[ et que f;(x) = — >+ Z u,, Z )
x
Partie IV.

1 1
Question 14. On a pour tout x >0 g(x + 1) — g(x) = In(x) et g est dérivable donc ¢’(x+1) - ¢'(x) = e soit T(g")(x) = e En
posant a = ¢’(1) on en déduit que g’ vérifie C(a).

X
Question 15. La condition g(1) = 0 montre que si g vérifie C, alors pour tout x > 0, g(x f fa(t) a(x—1)+f fo(t)dt
1

2
et alors a = g(2) ——[ fo(t)dt. Mais g(2) —g(1) =In(1) donc g(2) =0, et ainsi a = —j fo(t)dt.
1 1

X

Réciproquement, considérons la fonction g : x — a(x—1) + f (t)dt, et montrons qu’elle vérifie C, :
° g(X+1 —(1+J fO dt j f() dt—j f() dt j fo dt—j fO t+1 di— J fO J — :ln(x).
* 8(l)=

e gest de classe €1 car f, est continue, et g’ = a+ fy = f, est croissante.
Nous avons bien par analyse/synthése prouvé que cette fonction g est bien la seule qui vérifie C,.

Question 16. La question 11 a prouvé la convergence uniforme de la série de fonctions Zun sur ]0, 2] donc en particulier
sur [1,2]. Le théoréme d’intégration nous permet d’intégrer terme a terme sur [1,2] pour obtenir :

a=In2- ZJ ——H—H dt_1n2 Z(——lnn+2)+ln(n+1))
n+2\ w1 n+ly w1 N1y 1 N+2
Ainsionaa = liriloo(ln2+21n( ) Z )_NliToo(Zl ( ) ZI’E):NE{E}OO(;(IH( . )_E)+ln(N+1))

+00
1 1
ce qui donne bien a = Z(ln( n:; )— Z) en passant a la limite.

n=1

Question 17. Fixons x > 0. De la méme facon la convergence de Zun est uniforme sur [1,x], ce qui nous permet
d’intégrer terme a terme sur [1,x] :

2(x) = a(x—1)— lnx+ZJ w, (£)dt = a(x— 1)—lnx+i(¥—ln(n+x)+1n(n+1))

n=1
et compte tenu de la valeur de 2 obtenue a la question précédente on obtient finalement :

g(x)=—-Inx+ i(xln(nzl )—ln(n;:x)).
n=1

Partie V.

Question 18. Si une fonction h vérifie les conditions C; alors, en posant g =Inhona:
* Vx>0,g9(x+1)=g(x) =Inx;
* 8(1)=0; W
* gest dérivable et g’ = — est croissante
donc g vérifie C,. Ainsi, la seule fonction & qui puisse vérifier C5 est définie par : ¥x > 0, h(x) = e$™,
Réciproquement, il est tres simple de vérifier qu'une fonction définie ainsi vérifie bien Cs.
En particulier on a pour tout n € N*, h(n+ 1) = nh(n) et h(1) = 1, ce qui permet d’établir sans peine par récurrence que
h(n) =(n-1)L
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n n n
. . _ _ x+k
Question 19. Fixons x >0.On a ln(vn(x)) =xIn(n+1)+ kg_l Ink - kE_O In(x+k)=-Inx+xIn(n+1)- ké_l ln( p )
< . k+1 ) - k_+ 1 x+k
Par télescopageon aln(n+1) = E (ln(k +1) —lnk) = > ln(T) donc ln(vn(x)) =-Ilnx+ E (xln(T) —ln( p )) et
k=1 k=1 k=1

en passant a la limite on obtient liIP ln(vn(x)) = g(x) d’apres la question 17.
n—+oo

Par continuité de la fonction exponentielle on en déduit que liIP v, (x) = e8™) = ().
n—+oo

Question 20.

T . . . NP e u s L1
a) Pour tout t € [0, E] ona 0<sint < 1 donc 0 < (sint)"*! < (sint)". Par positivité de I'intégrale on en déduit que

0<1I,,; <I, :lasuite (I,) est positive et décroissante.
IZn Ianl

En particulier, 0 <1I,,,; <1, <I;,_1, soit encore 1 < .
Luvr Tons

Réalisons une intégration par parties :

I, = J: (sint)(sint)""' dt = |—(cos t)(sin t)”_l]f +(n— 1)J02 (cost)?(sint)" 2 dt

I

—(n— 1)[02 (1= (sint)?)(sin )" 2dt = (n—1)(I,_,—1,)

IZn—l 2n+1 Izn

donc nl,, = (n—1)I,_,. En particulier, = donc 1 < <1+ — donclim —2- =1
2n+1 2n Lyt n 2n+1
. 2n-1 2n ,
b) Les relations I,, = 712,1_2 ety = mlm_l permettent de prouver par récurrence que
(2n)! (2"n!)?
I, = — et I =
2= 2z & T i)
v (l): Vi +1n! _ 21+ 1n! _ 2Vn+1(2"n!)? o 21 _ 2 (2n+1)(2"n!)* donc
"2 A +1) (A 4mn) 1x3x--x(2n+1) (2n+1)! L, m (2u+1)2
1,2 _ 2n+2 12n+1
v(3) _“(2n+1) L,

1,2 1
En passant a la limite on obtient h(§> = Tt et, h étant positive, h(5> =1

Remarque. Ce n’est pas démontré dans ce probléme, mais il se trouve que cette fonction / n’est autre que la fonction I'

+00
d’Euler, définie sur ]0,+oo[ par I'(x) = f t*~1 e dt, et dont nous reparlerons lors du chapitre consacré aux intégrales a
0

1
parametre. Ce probléme démontre en particulier la relation non triviale I‘(E) =y
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