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CORRIGE : TRANSFORMATION DE LAPLACE (CENTRALE PSI 2012)

I Préliminaires, définition de la transformation L

I. A — La convergence absolue d’une intégrale entraine la convergence simple, donc EC E’.

I.B - Soit x € E, et p > x. Puisque \ est a valeurs positives, |f(t) e ¥ e O(|f ()| e"M"%), ce qui montre que v € E.
—+00

Nous avons donc montré que x € E = [x,+o00[ C E. En posant a = infE (avec la convention 4 = —oco si E n’est pas minoré),
ceci montre que E = ]a, +oo[ ou E = [4,+00].

I.C - Notons g : (t,x) — f(t)e ¥ et appliquons le théoréme de continuité des intégrales 4 paramétre sur I'intervalle
[xg,+o0[, avec xg €E:
— pour tout x > xq, la fonction f — g(#,x) est continue par morceaux sur [0, +oo[;

— pour tout t € [0,+o0[, la fonction x - g(¢, x) est continue sur [x(, +oo[;
— pour tout x > xo, £ (t)|e M < |f ()] e M0 = gy(s).

La fonction ¢ est intégrable puisque x € E, donc le théoréme s’applique : Lf est continue sur [xg, +oco[, puis par recouvre-
ment sur E tout entier.

I Exemples dans le cas de f positive
II. A - Lorsque f est a valeurs positives, |f(t)| = f(t) donc convergence simple et absolues coincident, et E = E’.

II. B — Dans les trois cas, on détermine E’ puisque E=E’.

l(e)‘(o)x —efMT)x) six=0

T
N(t)e MIx¥dr = {x

I1. B.1) Nous avons j
0 A(T) - A(0) six=0
A est croissante et non majorée donc lirn MT) = +co. Ainsi, 'intégrale ci-dessus possede une limite finie lorsque T tend

vers +oo si et seulement si x > 0. D’ou E = |0, +o0[.

I1.B.2) Nous avons f(t)e ¥ = M%) donc pour t > x nous avons f(t)e

[0, +oo[ donc x ¢ E. Ainsi, E = @.

* 2> 1. Mais t > 1 n’est pas intégrable sur

o M) (x+t)

I1.B. 3) Soit x € R. Nous avons cette fois 0 < f(t)e M)* =
[0,+0c0[ donc x € E et ainsi E =1R.

e < T2 Powr t>—x.0rt— e est intégrable sur

II1.C -
—t2x
II.C.1) Ona f(t)e_k(t)x = f+ 2 doncsix >0, f(t)e_)‘(t)x < o2 etsix<O0alors1= O(f(t)e_k(t)x) donc E = [0, +oo].
T gt f—>to0
Lf(0) = L e [arctan(l‘)]0 =

_42

X

IL.C. 2) Notons h : (£,x) > f

[xg,+o0[, avec xg > 0 :

" et appliquons le théoreme de dérivation des intégrales a parameétre sur l'intervalle
+

— pour tout x > x, la fonction t — h(t, x) est intégrable sur [0, +oo[;
£2

— 2

X,
1+tze

oh
— pour tout t € [0, +o0[, la fonction x - h(t, x) est de classe & sur [x0,+o0], et Z(t,x) =

. oh . oh “i2y
— pour tout x > xg, la fonction t — ——(t,x) est continue par morceaux, et 'a(t,x)' <e 0 =(t).

ox

La fonction { est continue par morceaux et intégrable donc le théoréme s’applique : Lf est de classe €' sur [xg, +oo[, puis

par recouvrement sur ]0,+oo|.
+00 t2
II. C. 3) De plus, (Lf)'(x)=—
) De plus, (L (0= | 1
+00

A
Le changement de variable bijectif u = tvx donne J e *dt = T
0 X

e dt donc (Lf)(x) = (Lf)(x) = J‘m e X 41,
0

+00 )
avec A = J. e " du.
0
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=X =X
I1.C.4) g est de classe € sur ]0,+oo[ et g'(x) = e_x((Lf)'(x) - (LF)(x)) - A% La fonction x — S— est continue sur

Vx Vx

]0, +00[ et intégrable au voisinage de 0 donc d’apreés le théoréme fondamental de 'intégration, la fonction x — J. —dt
est définie et de classe €' sur [0,+0o[. g étant continue en 0 on en déduit que g(x) f \/_ —dt, avec g(0) =
Tt Vx
I1.C.5) Le changement de variable bijectif t = > donne g(x) = 7 ZAJ -* dy donc 11111 g(x) = E —2A2, compte
0 X—+o0

tenu de I'expression initiale de A.

+o0
Par ailleurs, g(x) = e_xJ
0

42
etx

1412

+o0 dt
dt donc 0 < g(x) < e_xJ;) To2° ge_x et liglg(x) = 0. On en déduit que A% = g puis

que A = g puisque A > 0.
IIT Etude d’un premier exemple

IILA - e -1 s t donc lignf(t) = 0. f se prolonge par continuité en posant f(0) = 0.

t
IHL.B- f(t) ~ = donc f est positive au voisinage de +oo, et f(t)e™* ol L

—xt

xt

Six>0 alors f = O( Xt/z) donc x € E;six =0, t — t n’est pas intégrable donc 0 ¢ E. Puisque E est un intervalle,
+00

E =10, +oo][.
+o00 1 +o00 t 1
II1. C - Pour tout x > 0, J e dt=—, J 3 e dt= 532 (résultat obtenu par une double intégration par parties), et :
0 X Jo X
+00 4 o—xt +oo 4 —(x+1)t +00 too +o0 +
f —-di = J ——dt =f te_(“l)t(Ze‘”t)dt = J Y _fulhdt avec f(t) = te ),
0 e-1 0 I-e 0 n=0 0 n=1

On applique le théoreme d’interversion somme / intégrale :

— les fonctions f, sont intégrables sur [0, +oco[;

- la série E f, converge simplement sur [0,+co[, et sa somme y est continue par morceaux ;

+00
1
- f |f, (1) dt = )2 (résultat obtenu par une double intégration par parties).
0 n

- +00
xt 1

1 +00
La série ——— converge donc le théoréme s’applique, et dt = .
Zr(n+x)2 vers PPHY Jo el-1 nZ’(”‘HC)Z

1 1« 1
On conclut par linéarité : (Lf)(x) = py i + ;m
I11 i S I’i 11 —ld la série de f i
.D — Notons maintenant f,(t) = T Sur I'intervalle [0, +oo[ on a ||f,lle = 3 onc la série de fonctions an

converge normalement donc uniformément sur [0, +oo[. Chacune des fonctions f, étant continue sur [0, +oo[ il en est de

\ o 1 1) 1 =
méme de leur somme, et ainsi : hm((Lf)(x) -—+ —) = =
0 2x2  x

2
n=1 n

IV Geénéralités dans le cas typique

IV.A — Soit xo > a = infE. Notons h : (t,x) — f(t)e™ et appliquons le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre
sur l'intervalle [x, +oo[ :

— pour tout x > xg, la fonction t — h(t, x) est intégrable sur [0, +oo[;
n

o 0= (o f et

— pour tout t € [0,+00[, la fonction x - h(t, x) est de classe € sur [xg, +oo[, et

n

a n(

n

d"h
T (B0 IR = (1)

— pour tout x = xg, la fonction t — t, x) est continue par morceaux, et
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Puisque x( > a, on peut choisir x; € E tel que xy > x; > . On a alors t" e ¥0f = o(e™") donc ¢, (t) (If xlt). Ceci
(o9

prouve, puisque x; € E, que la fonction ¢,, est intégrable sur [0, +oo].

On en déduit que la fonction Lf est de classe € sur [x(, +co[ puis par recouvrement sur Ja, +oo|, et que (Lf)"(x) =

(-1)" Lm t"f(t)e " dt.

IV.B- t— f(t)e ™ = " e"**9 est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si x +a > 0; étant & valeurs positives on en déduit
que E=E’ = ]-a,+o0|.
Pour tout x > —a, le changement de variable bijectif u = (x + a)t donne :

+0oo 1 +0oo n!
— a)t - 2 .
(Lf)(x) —_J; pe—(x+a)t g4 — —(x a)"+1 J; ue du = —(x a)n+1 (résultat classique)

IV.C - Comportement en l'infini

tn+1

IV.C.1) Par hypothése il existe une fonction g bornée au voisinage de 0 telle que f(t) Z k' (t). En intégrant

p n B
on obtient : f (f(t) - Z“_’;tk)e—xtdt :J- t"“g(t)e_’“dt.
0 — k! 0

La fonction g est bornée au voisinage de 0 donc il existe ¢ > 0 telle que g est bornée sur [0, c]. Mais g est continue sur [c, f]
donc aussi bornée sur cet intervalle. Elle est donc bornée sur [0, #], et

B B +oo n+1
Lt””g(t)e"‘tdt‘<||g||oo,[o,ﬁlj et de < IIglloo,[o,mL e dt = glhofop - n+z)~

X—+00

p 1
Ceci prouve que JO (f(t) - i’: tk) ~qr = O(xn+2 )

IV.C.2) Pour tout x€EnN]o, +oo[ les fonctions t > f(t)e™" et t > t" e sont intégrables sur [0, +co[ et en intégrant on

obtient (Lf)(x) - k+1 J g(t)e ™ dt = J- g(t)ye ™ dt + O( ) g étant définie a la question précédente.
x

Soit maintenant a e E N ]0,+oo[. Pour tout x >aon a:

+00 +00
U ye ™ dt| < f lg(t)] e~ et dt < e~ “WJ lg(t) e~ dt = o(e—ﬁX).
B

[5 X—+00
déduit que (L o L
)on en déduit que (Lf)(x) - okl (xn+2 )

: —Bx _
Puisque e z O(anrz

IV.D - Comportement en 0

IV.D.1) f est bornée au voisinage de +co donc lorsque t tend vers +co, f(t)e™ = O(e™"). Puisque t > e

pour tout x > 0 on en déduit que ]0,+oo[ C E.

est intégrable

IV.D. 2) Notons qu’une fonction continue de R* dans R et admettant une limite en +oo est bornée; on note ||f||., la borne
supérieure de |f| sur R*.

+00 +00

On a x(Lf)(x) = j xf(t)e™dt = J f(%)e*” du en posant u = xt. Appliquons maintenant le théoréme de conver-
0 0

gence dominée :

. uy\ _ _
- pour tout u >0, hmf(—)e =yge™,
x—0 X

<flleoe™ = P(u).

— pour tout u > 0, pour tout x > 0, 'f(%)

+o0
¢ est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ donc le théoréme s’applique : lirgl x(Lf)(x)= 5] e "du=2¢.
x—0* 0

V FEtude d’un deuxiéme exemple

+oo _:
. e L sint . .
V. A — On sait que l'intégrale J - dt converge sans étre absolument convergente, donc 0 € E’ mais 0 ¢ E.
0
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V.B - La fonction f est bornée sur R* donc |f(t)|e ™ <||f]le™™". Pour tout x > 0 la fonction t > e™

[0, +o0[, donc ]0,+oo[ C E.
Sachant que E est un intervalle non majoré et que 0 ¢ E on en déduit E = |0, +co|.

est intégrable sur

+00
V.C - D’aprés IV.Aon a (Lf)'(x) = —J sinte ™' dt. Une double intégration par parties conduit a :
0

+00 t—+o0 +00
—f sinte™dt = [coste_’“ +xsinte_’“] +x2f sinte ™ dt
0 0

0

-1
ce calcul étant justifié par I'existence des limites en +co. Ainsi, (Lf)(x) = -1 —x*(Lf)’(x), soit (Lf)'(x) = T
X

V.D - On en déduit 'existence d’une constante C tel que pour tout x > 0, (Lf)(x) = C —arctanx.

+0o 1
Pour tout x> 0, |(Lf)(x)| < J e dt = p donc l+im(Lf)(x) =0, ce qui donne C = g et donc (Lf)(x) = %— arctanx.
0 o0

sinu
V.E - Le changement de variable t = nt+ u donne f,(x) = (-1)" e_”“"J prrean e " du.
0 n u

Ona0<g e (m)mx < e X ot pour tout u € [O,T(], 0< % —ux ns’:(r:_uu e "* donc |fn+1(x)| < |fn(x)
™od 1

De plus, |f,,(x)] < J n:l = ln( ) donc hm |fn x)| = 0. On peut donc appliquer le critére spécial relatif aux séries
o h u

+00
, . - . 1
alternées et affirmer que la série E f, converge simplement sur [0, +oo[ et que | E fk(x)‘ <|fur1(x)] < ln(l + ﬁ)
n
k=n+1
Cette majoration est uniforme, donc la série > fn converge uniformément sur [0, +oo].

V.F — Le théoréme de continuité des intégrales a parameétre montre sans difficulté que chacune de ces fonctions f,, est

continue sur [0, +co[. Il en résulte que la somme de la série an est continue sur R*. Or cette somme n’est autre que Lf,

qui est donc continue sur [0, +oo[, et en particulier en 0. Ainsi, (Lf)(0) = lirg (Lf)(x) = g
x—0+

VI Etude de la borne inférieure de E

VI.A - Cas positif
VI.A.1) Supposons a ¢ E. LmtegraleJ f(t)e *M* dt diverge, et puisque f est p051tlve, hm J f(t)e ¥ dt = 4oo.

Pour tout M € R il existe donc B > 0 tel que f f(t)e_}‘ *dt > 2M.
0

Puisque l'intervalle d’intégration est un segment, il est facile de montrer que la fonction x J f(t)e MD* dt est continue
sur [a, +oo] (il suffit d’utiliser la fonction dominante ¢(t) = f(t)e M%),

Ainsi, par continuité il existe 1> 0 tel que pour tout x €]a, o + 1], J f(t)e ¥ de > M.
0

+00
Puisque f est positive, on a a fortiori Lf(x) = J f(t)eXD¥dt > M.

0
Ceci montre que lim Lf(x) = +oco, autrement dit que Lf n’est pas bornée, ce qui est contraire aux hypotheses. On en
X—Q

déduit que a € E.

VI. A. 2) Puisque f est a valeurs positives, on a x <y = Vt > 0, f(t)e > < f(t)e** donc pour x < v dans E,
(L)) < (Lf)(x). Ainsi, la fonction Lf est décroissante sur E. Elle admet donc en o une hmlte, finie ou egale a +oo.

Mals pulsque a E E, la fonction Lf ne peut étre bornée d’apres la question précédente, et ainsi lim Lf(x) = +oo.
x—at

. *e cost
VI.B - Onaici (Lf)(x) = ———dtquand x € E".
0 (1+1)* +1)*
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1
<
(1+1)

cost
(1+1)x

VI.B.1) Lorsque x> 1 ona '

ett> est intégrable donc ]1,+oo[ C E.
pY X

1
(1+1)
Lorsque x = 1 on montre, a I'instar de 'intégrale de Dirichlet, que f —

0

+0o0 st

dt est convergente sans étre absolument

convergente, donc 1 ¢ E et ainsi E = ]1,+oo[ car E est un intervalle.

B . B .
s . . cost sin B sint
VI.B.2) Une intégration par parties donne : j L dt = <+ x—f g dt
o (1+1) (1+B) 0 (1+t)"4:r
sint 1 sinB < sint
Ona ‘ o < donclorsque x >0ona lim SZ et I'intégrale j S g converge absolument
(T4t~ (1 + )+ B—+oo (1 4+ B)* o (T+p)xt
+00 t
donc l'intégrale J % dt converge. Ainsi, ]0,+oco[ C E".
’ T cost
Supposons maintenant x < 0 et raisonnons par I’absurde en supposant la convergence de I'intégrale f e dt.
0
2nm+ % cost
Dans ce cas,on a lim — dt=0.
n—+oo Jo (1+1)
TS cost z cost 3 1
Mais ——dt = ————dt> costdt=1car ———— — > 1 pour x < 0.
o (L+ )X o (1+2nm+1t)* 0 (1+2nm+1t)*
+00
. s cost . .
Ceci est absurde donc l'intégrale J- PR dt diverge et x  E’. Ainsi, E' = ]0, +o0].
0

VI.B. 3) On voudrait montrer que lil’{l (Lf)(x) = (Lf)(1) mais comme 1 ¢ E il ne peut étre question d’utiliser sous cette
x—1t

forme le théoréme de convergence dominée puisque (Lf)(1) est une intégrale semi-convergente.
On transforme donc (Lf)(x) a I’aide d’une intégration par parties :

B cost sint B B sint
dt = +x ——dt
o (1+1)* (L+1)*], o (1+t)x+1

ui donne en passant a la limite (Lf)(x) = xjm sin
q p - o (1+t)x+t ’

Appliquons maintenant le théoréme de convergence dominée :

tout £> 0. i sint sint
— pour tou , Iim = ’
P TSI (L)L T (141)2
sint 1
— pour tout t > 0, pour tout x > 1, < = d(t).
P il (1+ 61|~ (1+1)? (1)
e sint

La fonction ¢ est intégrable sur [0,+oo[ donc le théoréeme de convergence dominée s’applique : lim —dt =

x>l )y (1+ t)x+1 B

rwﬂdt ce qui entraine : lim (Lf)(x) = (Lf)(1)
o (eep A a1 N '
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