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Corrigé : séries entières matricielles (X PSI 2024)

Partie I Préliminaires

1. Pour tout ϵ > 0, ρ(ϵIn) = ϵ donc si Ru > 0 l’ensemble Mn(u) est non vide. Par contraposée, Mn(u) = � si et seulement si
Ru = 0. C’est le cas par exemple lorsque un = n!.

2. Supposons Mn(u) = {0n}. D’après ce qui précède, Ru > 0 ; mais alors pour tout ϵ ∈ ]0,Ru[, ϵIn ∈Mn(u), ce qui est absurde.
On a donc Mn(u) , {0n}.

3. Supposons Ru = +∞. Pour tout A ∈Mn(C), ρ(A) < Ru donc Mn(u) =Mn(C). On a prouvé que (i) =⇒ (ii).

Supposons Mn(u) =Mn(C). On a donc Mn(u) , � et pour tout A,B ∈Mn(u), A + B ∈Mn(u). On a prouvé que (ii) =⇒ (iii).

Supposons Mn(u) , � et pour tout A,B ∈ Mn(u), A + B ∈ Mn(u). Soit alors A ∈Mn(u). D’après la question 2 on peut
supposer A , 0n et donc ρ(A) > 0.
Par récurrence on établit que pour tout k ∈N, kA ∈Mn(u) donc ρ(kA) = kρ(A) < Ru , et en faisant tendre k vers +∞ on
obtient Ru = +∞. On a prouvé que (iii) =⇒ (i).

La suite uk =
1
k!

vérifie la condition (i) donc aussi les conditions (ii) et (iii).

4. Supposons que pour toute suite v vérifiant Rv > 0 on ait A ∈Mn(v).

Soit ϵ > 0. En appliquant ceci à la suite vk =
1
ϵk

on obtient que ρ(A) < Rv = ϵ et donc, en faisant tendre ϵ vers 0, que ρ(A) = 0.

Ainsi, Sp(A) = {0} et χA = Xn. D’après le théorème de Cayley-Hamilton on en déduit que An = 0 : A est nilpotente.

Réciproquement, supposons A nilpotente, et considérons une suite v telle que Rv > 0. On a Sp(A) = {0} donc ρ(A) = 0 et
ainsi A ∈Mn(v).
On a bien prouvé l’équivalence entre les assertions (i) et (ii).

5. On reconnait dans la série entière
∑

u(1)xk la série dérivée de la série
∑

ukx
k , et on sait d’après le cours qu’elles sont

même rayon de convergence, donc Du(1) = Du . On prouve ensuite par récurrence sur m ∈N que Du(m) = Du .

6. Soit A ∈Mn(u)∩Mn(v). On a donc ρ(A) < Ru et ρ(A) < Rv . Or on sait que Ru+v ⩾min(Ru ,Rv) et Ru∗v ⩾min(Ru ,Rv) donc
A ∈Mn(u + v)∩Mn(u ∗ v). Ainsi, Mn(u)∩Mn(v) ⊂Mn(u + v)∩Mn(u ∗ v).

7. On sait que deux matrices symétriques qui commutent sont co-diagonalisables. Or si D et D′ sont deux matrices diagonales,
leur produit aussi et donc ρ(DD′) ⩽ ρ(D)ρ(D′). Ainsi, ρ(AB) ⩽ ρ(A)ρ(B).
Si A et B sont dans Mn(u) on a alors ρ(AB) < R2

u , et lorsque Ru ⩽ 1, ρ(AB) < Ru , ce qui prouve que AB ∈Mn(u).

Partie II Fonctions de matrices

8. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, toute matrice possède un polynôme annulateur non nul donc V (A) est non vide.

9. D’après la question précédente l’ensemble
{
k ∈N

∣∣∣ ∃P ∈ V (A) et deg P = k
}

est non vide donc possède un élément minimal
d. Soit donc p ∈ V (A) tel que degp = d. Quitte à le diviser par son coefficient dominant on peut supposer p unitaire.
Supposons l’existence d’un autre polynôme q vérifiant les mêmes conditions. Le polynôme p − q annule aussi A mais est
de degré strictement inférieur à d. Pour ne pas contredire le caractère minimal de d il est donc nécessaire que p − q = 0, ce
qui assure l’unicité de p.

10. Soit P ∈ V (A). Réalisons la division euclidienne de P par ϕA : P = QϕA + R avec deg R < degϕA. On a P(A) = Q(A)ϕA(A) +
R(A) avec P(A) = 0 et ϕA(A) = 0 donc R(A) = 0. Mais pour ne pas contredire le caractère minimal de degϕA il est nécessaire
que R = 0, ce qui prouve que ϕA divise P.
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11.D’après le théorème de Cayley-Hamilton et la question précédente, ϕA divise χA, donc les racines de ϕA sont valeurs
propres de A.
Réciproquement, si λ ∈ Sp(A), soit x ∈ Rn, x , 0, tel que Ax = λx. Alors 0 = ϕA(A) = ϕA(λ)x donc ϕA(λ) = 0. Les valeurs
propres de A sont bien racines de ϕA.

12.ϕA annule A donc en conjuguant, ϕA annule A (en notant ϕA le polynôme dont les coefficients sont les conjugués de ϕA).
Ainsi, si A ∈Mn(R) alors ϕA annule A. mais ce polynôme est unitaire et de même degré que ϕA donc d’après la question
9, ϕA = ϕA, soit ϕA ∈R[X].

13.La linéarité de T résulte de la linéarité de l’opérateur de dérivation.
Considérons P ∈ Ker T. Pour tout k ∈ ⟦1, ℓ⟧, λk est racine d’ordre au moins mk donc (X −λk)mk divise P. Il en résulte que
ϕA divise P. Or deg P < m = degϕA, donc P = 0.
Ainsi, T est injectif, et donc bijectif puisque dimCm−1[u] = dimC

m.
Il existe donc un unique antécédent Q au k-uplet

(
U(λ1), . . . ,U(m1−1)(λ1), . . . ,U(λℓ), . . . ,U

(mℓ−1)(λℓ)
)
.

14. Soit P ∈C[X] tel que P(A) = Q(A). Le polynôme P−Q annule A donc ϕA divise P−Q. Pour tout i ∈ ⟦1, ℓ⟧, λi est donc racine
de P−Q d’ordre au moins égal à mi , et ainsi, pour tout k ∈ ⟦0,mi − 1⟧, (P−Q)(k)(λi) = 0, soit P(k)(λi) = Q(k)(λi) = U(k)(λi).

Réciproquement, supposons pour tout i ∈ ⟦1, ℓ⟧ et tout k ∈ ⟦0,mi − 1⟧, P(k)(λi) = Q(k)(λi). Ceci a pour conséquence que ϕA
divise P−Q, et puisque ϕA annule A, que (P−Q)(A) = 0, soit P(A) = Q(A) = u(A).

15.Le polynôme X − α est unitaire, annule A = αIn et est manifestement de degré minimal donc ϕA = X − α. On a donc
ici m = 1, λ1 = α et m1 = 1. Le polynôme Q défini à la question 13 est alors le polynôme constant Q = U(α), et ainsi,
u(αIn) = Q(αIn) = Q(α)In = U(α)In.

16.On a ici χA = (X −α)(X − β) et puisque ϕA divise χA et a les mêmes racines, ϕA = (X −α)(X − β). D’après l’interpolation de

Lagrange, Q = U(α)
X − β
α− β

+ U(β)
X −α
β−α

donc u(A) =
1

α− β

(
U(α)

(
A− βI2

)
−U(β)

(
A−αI2

))
=

U(α) γ
U(α)−U(β)

α− β
0 U(β)

.

17. a) Notons ϕA = (X −λ1)m1 · · · (X −λℓ)mℓ et ϕB = (X − µ1)n1 · · · (X − µp)np . D’après la question 14, tout polynôme R vérifiant

les conditions d’interpolation R(k)(λi) = U(k)(λi) et R(k)(µj ) = U(k)(µj ) vérifie R(A) = u(A) et r(B) = u(B).

b) D’après la question précédente, il existe un polynôme R tel que u(AB) = R(AB) et u(BA) = R(BA).

Posons R =
d∑

k=0

akXk . Alors AR(BA) =
d∑

k=0

A(BA)k =
d∑

k=0

(AB)kA = R(AB)A donc Au(BA) = u(AB)A.

18. A appartient à Mn(u)∩Mn(v) donc à Mn(u ∗ v) (question 6).
Soit P et Q deux polynômes vérifiant respectivement : ∀i ∈ ⟦1, ℓ⟧, ∀k ∈ ⟦0,mi − 1⟧, P(k)(λi) = U(k)(λi) et Q(k)(λi) = V(k)(λi).

D’après la formule de Leibniz, (PQ)(k)(λi) =
k∑

j=0

(
k
j

)
P(j)(λi)Q

(k−j)(λi) =
k∑

j=0

(
k
j

)
U(j)(λi)V

(k−j)(λi) = (UV)(k)(λi). (Cette dernière

égalité est licite car λi ∈R donc on dérive UV par rapport à une variable réelle.)
Sachant que u ∗ v est le produit de Cauchy des deux suites u et v, on a alors (u ∗ v)(A) = (PQ)(A) = P(A)Q(A) = u(A)v(A).

Partie III Cas des matrices diagonalisables

19.Puisque A est diagonalisable, le polynôme (X − λ1) · · · (X − λℓ) annule A. Sachant que ϕA a les mêmes racines que χA
(question 11), il vient ϕA = (X −λ1) · · · (X −λℓ).

20. a) Considérons le polynôme P =
ℓ∑

k=1

U(λk)QA
k . Il vérifie : ∀k ∈ ⟦1, ℓ⟧, P(λk) = U(λk) donc d’après la question 14,

u(A) = P(A) =
ℓ∑

k=1

U(λk)QA
k (A)

b) Soit i ∈ ⟦1, ℓ⟧, et x ∈ Ker(A−λi In). Pour tout j ∈N, Ajx = λ
j
ix donc par linéarité QA

k (x) = QA
k (λi)x =

0 si i , k
x si i = k

.

A étant diagonalisable, Qk(A) est le projecteur spectral sur Ker(A−λkIn), parallèlement à
⊕
j,k

Ker(A−λj In).
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c) Puisque E =
⊕
k

Ker(A−λkIn), il vient
ℓ∑

k=1

QA
k (A) = In.

21. A et BAB−1 sont semblables donc BAB−1 est diagonalisable, ϕBAB−1 = ϕA et QBAB−1

k = QA
k . D’après la question 20a,

u(BAB−1) =
ℓ∑

k=1

U(λk)QA
k (BAB−1).

Or pour tout k ∈N, (BAB−1)k = BAkB−1 (récurrence élémentaire) donc par linéarité, pour tout polynôme P on a P(BAB−1) =

BP(A)B−1. C’est le cas en particulier pour QA
k , et ainsi, u(BAB−1) =

ℓ∑
k=1

U(λk)BQA
k (A)B−1 = Bu(A)B−1.

22. a) On l’a vu à la question précédente, u(D) =
ℓ∑

k=1

U(λk)QA
k (D). Or D est diagonale donc QA

k (D) aussi et par suite u(D) est

diagonale, avec [u(D)]i,i =
ℓ∑

k=1

U(λk)QA
k ([D]i,i).

En outre, [D]i,j est une valeur propre de A donc il existe j ∈ ⟦1, ℓ⟧ tel que [D]i,i = λj . Ainsi, QA
k ([D]i,i) =

1 si k = j

0 sinon
donc

[u(D)]i,i = U(λj ) = U([D]i,i).

b) On en déduit que u(A) = Su(D)S−1 = Sdiag
(
U(α1), . . . ,U(αn)

)
S−1 où α1, . . . ,αn sont les valeurs propres de A, présentes

avec leurs multiplicités respectives.

Partie IV Application à des cas particuliers

23. a) On a Hn−1 , 0 et Hn = 0 donc ϕH = Xn.

b) Sachant que H = A−αIn on en déduit que ϕA = (X −α)n. Le polynôme P =
n−1∑
k=0

U(k)(α)
k!

(X −α)k vérifie : ∀k ∈ ⟦0,n− 1⟧,

P(k)(α) = Uk(α) donc d’après la question 14, u(A) = P(A) =
n−1∑
k=0

U(k)(α)
k!

Hk .

Sachant que Hk =



0 · · · 0 1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

...
. . . 0

...
. . .

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0


, on en déduit que u(A) est égale à la matrice indiquée dans l’énoncé.

24. a) On a rg(G) ⩽min(rg(Y),rg(Z)) = 1 donc rg G = 0 ou rg G = 1. Mais Y et Z sont non nuls donc il existe i et j tels que
[Y]i , 0 et [Z]j , 0 et alors [G]ij = [Y]i[Z]j , 0. Ainsi, rg G = 1.

Pour tout X ∈Cn, GX = YZTX = (ZTX)Y avec ZTX ∈C donc Im G⊂ Vect(Y), et sachant que rg G = 1, Im G = Vect(Y).

b) rg G = 1 donc 0 est valeur propre d’ordre n− 1. De plus, tr G =
n∑
i=1

[Y]i[Z]j = ZTY donc la dernière valeur propre de G

est ZTY (cette valeur pouvant éventuellement être nulle).

c) D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, |ZTY| ⩽
√

ZTZ
√

YTY = 1. Or Ru > 1 donc G ∈Mn(u).

d) Lorsque ZTY , 0 la matrice G est diagonalisable (deux sous-espaces propres, l’un de dimension n − 1, l’autre de
dimension 1) donc ϕG = X(X −ZTY).

e) D’après les résultats de la partie III, u(G) = U(0)
G− (ZT)YIn

0−ZTY
+ U(ZTY)

G− 0In
ZTY− 0

= U(0)In +
U(ZTY)−U(0)

ZTY
G.

f) Lorsque ZTY = 0, G2 = Y(ZTY)ZT = 0 et puisque G, 0, ϕG = X2.
Le polynôme P = U(0)+U′(0)X vérifie P(0) = U(0) et P′(0) = U′(0) donc d’après la question 14, u(G) = P(G) = U(0)In+U′(0)G.
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25. a) Pour tout j,k ∈ ⟦1,n⟧, [FF]j,k =
n∑

ℓ=1

[F]jℓ[F]ℓk =
1
n

n∑
ℓ=1

ω(j−1)(ℓ−1)ω(ℓ−1)(k−1) =
1
n

n−1∑
ℓ=1

(ωj−k)ℓ−1.

Si j = k on a ωj−k = 1 donc [FF]j,j = 1 ; si j , k, ωj−k est une racine de l’unité différente de 1 donc [FF]j,k = 0.

Ainsi, FF = In, et F est inversible, d’inverse F.

b) Pour tout j,k ∈ ⟦1,n⟧, [F2]j,k =
n∑

ℓ=1

[F]jℓ[F]ℓk =
1
n

n∑
ℓ=1

ω(j−1)(ℓ−1)ω(ℓ−1)(k−1) =
1
n

n−1∑
ℓ=1

(ωj+k−2)ℓ−1.

Comme précédemment, ωj+k−2 est une racine de l’unité, donc [F2]j,k est égal à 0 ou à 1, et ainsi, F2 ∈Mn(R).

c) On en déduit que (F−1)2 = F
2

= F2 = F2, et donc que F4 = In. Ainsi, Sp(F) ⊂ {−1,1, i,−i} : les valeurs propres sont toutes
de module 1, et F ∈Mn(u).

d) Le polynôme X4−1 est scindé à racines simples donc F est diagonalisable, et ϕF divise X4−1 = (X−1)(X+1)(X−i)(X+i).
Considérons le polynôme

P =
1
4

(
U(1)(X + 1)−U(−1)(X − 1)

)
(X2 + 1) +

i
4

(
U(i)(X + i)−U(−i)(X − i)

)
(X2 − 1)

Il vérifie : P(1) = U(1), P(−1) = U(−1), P(i) = U(i) et P(−i) = U(−i) donc vérifie les conditions de la question 14 (que
1,−1, i,−i soient valeurs propres ou pas ne change rien à l’affaire). On en déduit que u(F) = P(F).

26. a) Si X ∼B (N,p) alors uk = 0 pour k > N et ainsi, Ru = +∞. U est un polynôme donc les conditions de la question 14
sont bien évidemment vérifiées, et u(A) = U(A).

On calcule U(x) =
N∑
k=0

(
N
k

)
pk(1− p)N−kxk =

(
px+ (1− p)

)N
donc u(A) =

(
pA + (1− p)In

)N
.

b) Nous avons ici u0 = 0 et uk = p(1− p)k−1 pour k ⩾ 1. lim
uk+1

uk
= 1− p donc Ru =

1
1− p

> 1.

On calcule ensuite U(x) =
+∞∑
k=1

p(1− p)k−1xk =
px

1− (1− p)x
.

Si A est diagonalisable, on peut appliquer les résultats de la partie III : si A = SDS−1 avec D = diag(λ1, . . . ,λn) alors
u(A) = Su(D)S−1 avec u(D) = diag(U(λ1), . . . ,U(λn)).

Compte tenu de l’expression de U, on a
(
In − (1− p)D

)
u(D) = pD et donc (In − (1− p)A

)
u(A) = pA.

Puisque A ∈Mn(u),
1

1− p
= Ru n’est pas valeur propre de A donc In − (1− p)A est inversible, ce qui conduit à

u(A) = p
(
In − (1− p)A

)−1
A
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