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Corrigé : polynômes orthogonaux et équations différentielles (X PC 2005)

Première partie

1. Raisonnons par analyse-synthèse. Si u ∈ F et λ ∈R existent, u +λv est orthogonal à F si et seulement si π(u +λv) = 0E, soit,
puisque u ∈ F, u +λπ(v) = 0E. On a donc nécessairement u = −λπ(v).

Dans ces conditions, u +λv = λ(v −π(v)) et la condition ∥u +λv∥ = α impose |λ| = α

∥v −π(v)∥
(on a v −π(v) , 0E car v < F).

Enfin, la condition ⟨u +λv | v⟩ > 0 s’écrit λ⟨v −π(v) | v⟩ = λ∥v −π(v)∥2 > 0, soit λ > 0.

On a donc nécessairement λ =
α

∥v −π(v)∥
et u = −λπ(v).

Réciproquement, si λ et u sont ainsi définis, alors u+λv = α
v −π(v)
∥v −π(v)∥

est bien orthogonal à F, ⟨u+λv | v⟩ = α∥v−π(v)∥ > 0

et ∥u +λv∥ = α, ce qui assure l’existence et l’unicité d’un tel couple.

On observe que v −π(v) est le projeté orthogonal de v sur F⊥ et que u +λv est l’unique vecteur qui lui soit colinéaire, de
norme α et orienté dans le même sens.

2. Construisons par récurrence sur n cette famille (w0, . . . ,wn).

– Si n = 1, seul le vecteur w0 = α0
v0

∥v0∥
répond aux exigences de l’énoncé.

– Si n > 1, supposons déjà obtenus les vecteurs w0, . . . ,wn−1, et appliquons la question 1 avec E = En, F = En−1, v = vn
et α = αn. On notera que puisque la famille (v0, . . . , vn−1,vn) est libre, vn n’appartient pas à Vect(v0, . . . , vn−1) donc v
n’appartient pas à F.
D’après la question 1 il existe un unique vecteur wn = u +λv qui vérifie les conditions wn ∈ En ∩ E⊥n−1, ⟨wn | vn⟩ > 0 et
∥wn∥ = αn, ce qui assure l’existence et l’unicité de wn.
Notons pour finir qu’ainsi défini on a wn < En−1 = Vect(w0, . . . ,wn−1) donc la famille (w0, . . . ,wn) est libre et forme bien
une base de En.

Remarque. La condition (ii) montre que la famille (w0, . . . ,wn) est orthogonale. La construction que nous venons de
réaliser n’est autre qu’une généralisation du procédé de Gram-Schmidt, méthode que l’on retrouve dans le cas où
α0 = α1 = · · · = αn = 1.

Deuxième partie

3.

a) La bilinéarité de ⟨· | ·⟩ résulte de la linéarité de ϕ ; la symétrie est évidente. Si f ∈ C([a,b]), ⟨f | f ⟩ = ϕ(f 2) ⩾ 0 car f 2 ⩾ 0,
et si f n’est pas identiquement nulle, ϕ(f 2) > 0 donc ⟨· | ·⟩ est définie positive ; il s’agit bien d’un produit scalaire.

b) Appliquons la question 2 à la base canonique (xn)n∈N pour le produit scalaire ainsi défini. Il existe une unique suite
de polynômes deux-à-deux orthogonaux (Pn)n∈N vérifiant :

(i) pour tout n ⩾ 0, Pn ∈ En ;

(ii) pour tout n ⩾ 0, ϕ(xnPn) > 0 ;

(iii) pour tout n ⩾ 0, ϕ(P2
n ) = α2

n.

Notons kn le coefficient de xn dans Pn. Alors Pn − knxn ∈ En−1 = Vect(P0, . . . ,Pn−1) donc ⟨Pn | Pn − knxn⟩ = 0 soit encore
∥Pn∥2 = kn⟨Pn | xn⟩ = knϕ(xnPn). Ainsi, la condition (ii) est équivalente à la condition kn > 0, et les conditions énumérées à
la question 2 sont donc bien équivalentes aux conditions énoncées ici.

4.

a) deg Pn(x) = degxPn−1 = n donc il existe An tel que Pn(x)−AnxPn−1(x) ∈ En−1 = Vect(P0, . . . ,Pn−2,Pn−1).

Posons Pn(x)−AnxPn−1(x) =
n−1∑
k=0

λkPk .

Puisque la famille (Pn) est orthogonale, pour tout k ∈ ⟦0,n− 1⟧, ⟨Pk | Pn −AnxPn−1⟩ = λkα
2
k donc λk = −An

α2
k

⟨Pk | xPn−1⟩.
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Or ⟨Pk | xPn−1⟩ = ϕ(xPkPn−1) = ⟨xPk | Pn−1⟩ et lorsque k ⩽ n− 2, xPk ∈ En−2 et Pn−1 ∈ E⊥n−2 donc λk = 0.
En posant Bn = λn−1 et Cn = λn−2 on obtient bien Pn(x) = (Anx+ Bn)Pn−1(x) + CnPn−2(x).

b) D’après la question précédente on doit avoir kn −Ankn−1 = 0 donc An =
kn
kn−1

.

Avec les notations de la question précédente, Cn = λn−2 = − An

α2
n−2

⟨xPn−2 | Pn−1⟩.

On a ⟨xPn−2 | Pn−1⟩ = ⟨kn−2x
n−1 | Pn−1⟩ = kn−2⟨xn−1 | Pn−1⟩ car Pn−1 ∈ E⊥n−2 et pour les mêmes raisons, kn−1⟨xn−1 | Pn−1⟩ =

∥Pn−1∥2 = α2
n−1 donc ⟨xPn−2 | Pn−1⟩ =

kn−2

kn−1
α2
n−1 et Cn = −knkn−2

k2
n−1

(
αn−1

αn−2

)2
.

5.

a) Suivant cette hypothèse, on peut écrire Pn(x) = Qn(x)2Rn(x) où Qn est un polynôme scindé dont les racines sont dans
]a,b[ et Rn un polynôme n’admettant pas de racines dans ]a,b[, donc de signe constant sur cet intervalle. Et quitte à
multiplier Pn par −1 on supposera que pour tout x ∈]a,b[, Rn(x) > 0 et donc Pn(x) ⩾ 0.
On a ϕ(Pn) = ⟨1 | Pn⟩ = 0 puisque 1 ∈ En−1 et Pn ∈ E⊥n−1. Mais alors, Pn étant positive, on devrait en conclure que Pn = 0, ce
qui est absurde. Cette situation doit donc être rejetée.

b) Il existe donc des zéros dans ]a,b[ de multiplicités impaires. Notons-les a1, . . . , ar et posons Qn = Pn(x)(x − a1) · · · (x − ar ).
Comme à la question précédente on a pour tout x ∈]a,b[, Qn(x) ⩾ 0 et ϕ(Qn) = ⟨(x − a1) · · · (x − ar ) | Pn⟩.
Si on avait r < n on aurait (x − a1) · · · (x − ar ) ∈ En−1 et Pn ∈ E⊥n−1 donc ϕ(Qn) = 0 et on devrait en déduire que Qn = 0, ce qui
est absurde. On en déduit que r = n, et alors Pn = kn(x − a1) · · · (x − an), ce qui prouve que Pn est scindé à racines simples,
toutes ses racines étant contenues dans ]a,b[.

6.

a) Par définition d’une division euclidienne, deg R ⩽ deg Pn − 1 = n− 1 et R ∈ En−1.
Si deg G⩽ n− 1 on a Q = 0 et si deg G⩾ n alors deg Q ⩽ deg G−deg Pn ⩽ 2n− 1−n = n− 1 donc dans les deux cas Q ∈ En−1.

b) Posons R̃(x) =
n∑
i=1

R(ai)Li(x). On a Li(aj ) = δi,j donc pour tout j ∈ ⟦1,n⟧, R̃(aj ) = R(aj ). Le polynôme R̃−R est de degré

inférieur ou égal à n− 1 et possède au moins n racines distinctes donc est le polynôme nul, donc R(x) = R̃(x) =
n∑
i=1

R(ai)Li .

c) On a ϕ(G) = ϕ(QPn) +ϕ(R) = ⟨Qn | Pn⟩+ϕ(R) = ϕ(R) puisque Qn ∈ En−1 et Pn ∈ E⊥n−1.

ϕ(R) =
n∑
i=1

R(ai)ϕ(Li) et G(ai) = R(ai) car Q(ai) = 0 donc ϕ(G) =
n∑
i=1

λiG(ai) avec λi = ϕ(Li).

d) Le polynôme L2
j est de degré 2n− 2 donc appartient à E2n−1 ; on peut lui appliquer le résultat précédent :

ϕ(L2
j ) =

n∑
i=1

λiL
2
j (ai) = λj . Mais Lj (x)2 ⩾ 0 donc ϕ(L2

j ) ⩾ 0, ce qui montre que λj ⩾ 0.

Troisième partie

7. On a deg(x2 − 1)n = 2n donc deg Fn = 2n−n = n.

D’après la formule de Leibniz, Fn(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
n!

(n− k)!
(x+ 1)n−k

n!
k!

(x − 1)k = n!
n∑

k=0

(
n
k

)2

(x+ 1)n−k(x − 1)k .

On en déduit Fn(1) = n!
(
n
0

)2

(1 + 1)n soit Fn(1) = 2nn! et Fn(−1) = n!
(
n
n

)2

(−1− 1)n donc Fn(−1) = (−2)nn!.

Dérivons maintenant n+ 1 fois à l’aide de la formule de Leibniz : F′n(x) =
n∑

k=1

(
n+ 1
k

)
n!

(n− k)!
(x+ 1)n−k

n!
(k − 1)!

(x − 1)k−1.

On en déduit F′n(1) =
(
n+ 1

1

)
n!

(n− 1)!
n!(1 + 1)n−1 soit F′n(1) = n2n−1(n+ 1)! et F′n(−1) =

(
n+ 1
n

)
n!

n!
(n− 1)!

(−1 − 1)n−1 soit

F′n(−1) = n(−2)n−1(n+ 1)!.
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8. Nous avons déjà que Fn appartient à En et le coefficient kn =
(2n)!
n!

de xn dans Fn est strictement positif.

Supposons m < n et calculons ϕ(FmFn) =
∫ 1

−1
Fm(x)

dn

dxn
(
(x2 −1)n

)
dx en effectuant m+ 1 intégrations par parties successives

suivant le schéma :

+ Fm(x)
dn

dxn
(
(x2 − 1)n

)
− F′m(x)

dn−1

dxn−1

(
(x2 − 1)n

)
...

...

(−1)m F(m)
m (x)

dn−m

dxn−m
(
(x2 − 1)n

)
(−1)m+1 0

dn−m−1

dxn−m−1

(
(x2 − 1)n

)

ϕ(FmFn) =
[ m∑
k=0

F(k)
m (x)

dn−k−1

dxn−k−1

(
(x2 − 1)n

)]1

−1
et puisque 1 et −1 sont racines

d’ordre k + 1 ⩾ 1 de
dn−k−1

dxn−k−1

(
(x2 − 1)n

)
on a ϕ(FmFn) = 0.

La calcul que ϕ(F2
n ) est presque identique, sauf qu’on ne fait que n intégrations par parties, pour obtenir :

ϕ(F2
n ) = (−1)n

∫ 1

−1
F(n)
n (x)(x2 − 1)n dx = (2n)!

∫ 1

−1
(1− x2)n = βn.

Cette quantité βn est strictement positive, et l’unicité de la solution à la question 3.b nous permet d’affirmer que Pn =
1√
βn

Fn,
soit Fn =

√
βnPn. Le polynôme Fn est bien proportionnel à Pn.

9. Observons déjà que T(Fn) ∈ En puisque deg T(Fn) = n. Pour montrer que T(Fn) est proportionnel à Fn il suffit de montrer
qu’il appartient à E⊥n−1, autrement dit que ϕ(PT(Fn)) = 0 lorsque deg P ⩽ n− 1.
Une première intégration par partie donne

ϕ(PT(Fn)) =
∫ 1

−1
P(x)T(Fn)(x)dx =

[
P(x)(x2 − 1)F′n(x)

]1

−1︸                    ︷︷                    ︸
=0

−
∫ 1

−1
(x2 − 1)P′(x)F′n(x)dx = −

∫ 1

−1
(x2 − 1)P′(x)F′n(x)dx.

Une seconde intégration par parties donne

ϕ(PT(Fn)) =
[
−(x2 − 1)P′(x)Fn(x)

]1

−1︸                       ︷︷                       ︸
=0

+
∫ 1

−1

(
2xP′(x) + (x2 − 1)P′′(x)

)
Fn(x)dx = ϕ

(
(2xP′(x) + (x2 − 1)P′′(x))Fn(x)

)

Mais deg(2xP′(x) + (x2 − 1)P′′(x)) ⩽ n− 1 et Fn ∈ E⊥n−1 donc ϕ(PT(Fn)) = 0, ce qui montre que T(Fn) est proportionnel à Fn.

10.Pour obtenir le facteur de proportionnalité il suffit de considérer le terme de plus haut degré : si celui de Fn est noté cn,
celui de T(Fn) égal à n(n+ 1)cn donc T(Fn) = n(n+ 1)Fn.
Notons Tn la restriction de T à En. Chaque Fk pour k ∈ ⟦0,n⟧ est vecteur propre de Tn dans En ; puisqu’ils forment une
base de En on en déduit que Sp(Tn) =

{
k(k + 1)

∣∣∣ k ∈ ⟦0,n⟧}. Chacun des sous-espaces propres associés à ces valeurs est de
dimension 1 et engendré par Fk .

11.

a) Si f (x) =
+∞∑
k=0

ckx
k alors f ′(x) =

+∞∑
k=1

kckx
k−1 et

(x2 − 1)f ′(x) =
+∞∑
k=1

kckx
k+1 −

+∞∑
k=1

kckx
k−1 =

+∞∑
k=2

(k − 1)ck−1x
k −

+∞∑
k=0

(k + 1)ck+1x
k = c1 +

+∞∑
k=1

(
(k − 1)ck−1 − (k + 1)ck+1

)
xk .

On en déduit que T(f )(x) =
+∞∑
k=1

k
(
(k − 1)ck−1 − (k + 1)ck+1

)
xk−1 =

+∞∑
k=0

(k + 1)
(
kck − (k + 2)ck+2

)
xk .

Par unicité du développement en série entière on en déduit que T(f ) = γf si et seulement si pour tout k ∈N, (k + 1)
(
kck −

(k + 2)ck+2

)
= γck , soit ck+2 =

k(k + 1)− γ
(k + 1)(k + 2)

ck .
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b) Notons Sp(x) =
+∞∑
k=0

c2kx
2k et Si =

+∞∑
k=0

c2k+1x
2k+1.

Si c0 = 0 alors Sp(x) = 0 ; si c0 , 0 et s’il existe p ∈ N tel que γ = (2p)(2p + 1) alors c2k = 0 pour k ⩾ p + 1 et Sp est un
polynôme de degré 2p, proportionnel à F2p d’après la question 10.
Dans les autres cas on a c2k , 0 pour tout k ∈N et le critère de d’Alembert, utilisé de conserve avec la formule de récurrence
de la question précédente, montre que le rayon de convergence est égal à 1.

C’est la même chose pour Si : si c1 = 0 alors Si(x) = 0 ; si c1 , 0 et s’il existe p ∈N tel que γ = (2p + 1)(2p + 2) alors c2k+1 = 0
pour k ⩾ p+ 1 et Si est un polynôme de degré 2p+ 1, proportionnel à F2p+1 d’après la question 10.
Dans les autres cas on a c2k+1 , 0 pour tout k ∈ N et le critère de d’Alembert, utilisé de conserve avec la formule de
récurrence de la question précédente, montre que le rayon de convergence est égal à 1.

c) L’équation (1) est une équation différentielle linéaire du second ordre : (x2 + 1)f ′′(x) + 2xf ′(x)−γf (x) = 0. Ses solutions
forment donc un espace vectoriel de dimension 2.

Considérons la suite (cn) définie par c0 = c1 = 1 et la relation ck+2 =
k(k + 1)− γ

(k + 1)(k + 2)
ck . Les deux fonctions Sp et Si définies (au

moins) sur ]−1,1[ sont solutions de cette équation et ne sont pas proportionnelles car l’une est paire et l’autre impaire.
Elles forment donc une base de l’espace des solutions. Toute solution de (1) dans C2(]−1,1[) s’écrit donc f = λSp +µSi avec
(λ,µ) ∈R2.
Notons que lorsque, de plus, il existe un entier n tel que γ = n(n+ 1), l’une de ces deux solutions Sp ou Si est un polynôme
(suivant la parité de n).
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