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CORRIGE : CHAINE DE MARKOV EN TEMPS CONTINU (Mings PC 2023)

Préliminaires
N
1> Pourtouti€[[1,N], (AU)[i] = ZA[i,j] donc A vérifie (M,) si et seulement si pour tout i € [1,N]], (AU)[i] =1 = U[i],
soit encore si et seulement si AU = IJj:l N
Soient A et B deux noyaux de Markov. Pour tout (i,j) € [1,N]?, (AB)[i,j] = ZA[i,k]B[k,j] > 0 donc AB vérifie (M;).

k=1
En outre, ABU = AU = U donc AB vérifie (M,). La matrice AB est bien un noyau de Markov.

2> Montrons par récurrence sur n que K" est un noyau de Markov :

— sin=0, K% =Iy est bien un noyau de Markov;

— si n > 1, supposons que K"! soit un noyau de Markov. D’aprés la question précédente il en est de méme de
K" = K""! x K donc la récurrence se propage.

3> Les conditions (M;) et (M;) imposent que pour tout (i,) € [1, N2, 0 < K[i, j1<1, et puisque K" est aussi un
tl’lKVl ) n
noyau de Markov, pour tout n € N, 0 < K"[7,j] < 1. Ainsi, M O(| | ) et puisque la série Z— converge (c’est le
n!

n n
développement en série entiere de el'l), 1a série E J converge.
n!

41> PourtoutneNonaO<K"ij]<1donc0<H[i,j]<1;]la condition (M) est satisfaite.
+00
tﬂ
De plus, pour tout i € [1,N]], pour tout n € N, ZK z]]_ldoncZH[zj_etZ ZK[z]_et —:1
j=1 j=1 n=0

(somme finie de séries convergentes). La condition (M) est satisfaite, la matrice H; est un noyau de Markov.

N N +00 . +00 .
PKP K4
5 Pour tout (1) € [LNIP, (H,HL1 = ) Huli Kk 1= ) e () SRRy edl)
k=1 k=1 p=0 ' q=0 )

Les deux séries convergent absolument pour tout s, ¢ € R donc on peut en réaliser le produit de Cauchy :

() (N KP[i, KJK Pk, ] PSP
z]:Zet Z(Z - pl(n— p)].ts )

k=1 n=0 p=

S’agissant d’'une somme finie de séries convergentes, on peut écrire :

+00 n

tPs"™ 1 n _ .
(HH,)[i,j] = e+ Z(Z ZK [i, k]K" Pk, ]])—e (t+5) Z«n‘( (p)tpsn p)K”[l,]]
n=0 p= 5 P n=0 " p=0
(KPxK"=P)[i,f]
- (t+s)"_ .. . ..
Z K"[i,§] = Hy.[i, j]
=0

donc H;H, = H; .

1 — Modélisation probabiliste
6> Pour tout (,]) € [1,N]], p;; > 0 donc la condition (M) est bien vérifiée.
[ = ]] [LN] est un systeme complet d’événements donc pour tout i € [1,NT], ZIP Z,=jlZ, = 1) =1, soit Zp,] =1.1la

j=1 j=1
condition (M,) est vérifiée, K est bien un noyau de Markov.
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71> Montrons par récurrence sur n € IN que pour tout j € [1,N], P(Z,, = j) =K"[1,]] :

1 = l
— c’est vrai pour n = 0 puisque P(Zy = j) = {0 sij= IN[L, 7]
sinon

- sin >0, supposons le résultat acquis au rang n.
N
D’apreés la formule des probabilités totales, IP(Z,,,1 = j) = ZIP w1 =J 12, = z szj =)
On a p;; = K[i, j] et par hypothese de récurrence, P(Z, = i) = K"[1,i] donc

N
P(Z,1=j)= ZK”[I, iJK[i,j] = (K" xK)[1,j] = K"*![1, j]; la récurrence se propage.
i=1

8> [Yt = n]ne]N est un systeme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales,

+00

P(A,j) = ZIP(AW N[Y, = n])

n=0

Or A;jN[Y; =n]=[Z, =j]N[Y; =n] etil a été supposé que I’état du systeme ne dépend que de I’état ou il était avant
I'impulsion et non pas du nombre d’impulsions donc ces deux événements sont indépendants. Il en résulte que

+00

P(A) = ZJPZ =rer=m=ety Ty

n!
n=0
2 - Etude d’un endomorphisme auto-adjoint

9> u est autoadjoint donc d’apres le théoréme spectral, il existe une base orthonormée (e) formée de vecteurs propres
de u.
Posons u(eg) = Agex. On a g, (ex) = (u(ex) | ex) = Aellexl* donc Ag > 0. On a prouvé que Sp(u) C R

n
10 > Avec les mémes notations, et sans perte de généralité, supposons A1 = 0, et posons x = Zxkek. On a alors

k=1
p(x) = x1e; donc qu x—p(x <Zkkxkek | Zxkek> Z)‘kxk Ay Zxk = A2||x p(x ”

3 — Convergence de H,[i,7]

N N
11> Pour tout i € [1,n], (nK)[i] = Zn[j]K[j,i] = (ZK[i,j])T([i] =7[i] d’aprés la propriété (M,) donc 7K = 1.
j=1 j=1

12 > Bilinéarité et symétrie sont ici des propriétés évidentes.
N
Pour tout X € My 1(R), (X |X) = ZX[i]zn[i] > 0 car m[i] > 0 (T est une probabilité), avec égalité si et seulement si pour

tout i € [1,NT|, X[i]*n[i] = 0, soit X[i] = 0 car =[i] > 0. L'application (X,Y) > (X | Y) est définie positive, il s’agit bien d’un
produit scalaire.

13 > D’apres la question 1, KU = U et par hypothése 1 est valeur propre simple de K donc dim Ker(K —1I) = 1. Ceci
montre que Ker(K —1I) = Vect(U). Or u(X) =0 <= KX =X donc Ker(u) = Vect(U).
Pour tout X, Y € My 1(R), (u(x)| Y) =(X|Y)—(KX|Y).Ona

N N N
(KX|Yy= ) (KXMY[ilnfi]= ) ) KIi, jIX[IY[i][i]
i=1

i=1 j=1
N N
K estm-réversible, donc (KX | Y) = ZZ [7,11X[j]Y[i]m[j] et donc :
i=1 j=1

N N N
KXIY) =) XN Y KU AVrljl = ) XGIKYIrlj] = (X TKY)
i=1

j=1 j=1
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On en déduit que (u(x) | Y) =(X|Y)— (XY | KY) = (X | u(Y)); u est autoadjoint.

N N N N N N N N
14> ZZX[l]—X[] 2K{i, j]m[i] = ZZX[i]ZK[i,j]Tc[z +ZZX 1]11[1]—2ZZX IX[IKLG, j]m[i])-

i=1 j= i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
N N N
Or:e Y ) X[iPKIi, jInli] = ZX[ P() Kl j1wli] = wanm = IXIP
i=1 j=1 = i=1
: . .
. X[j12K[i, jImi] = ZX[]] ZK[],I]K[]] (car K est T-réversible) = ZX[j]zn[j]:IIXllz
j=1 i=1 j=1

il 1
W

> XGIXIGIKL ] = ZXM(ZXU]K[I )il = me (KX)[i (i) = (X | KX)

—

Z
Z\

donc ZZ = X[j17K[i, jri] = 2/IXIP - (X | KX) = 24, (X).
i=1 j=
On en déduit que pour tout X € My 1(IR), g,,(X) > 0, et donc que Sp(u) C R, (question 9).

K" X
15> Pour toutteRR, ( ZH i,j]1X —tZZ [l ]] []

j=1 n=0
Une série entiére est de classe %‘x’ sur son intervalle ouvert de convergence (ici égal a R) donc t — (H;X)[i] est de classe
€ pour tout i € [[1,N]], ce qui prouve que Py est de classe € sur R. En outre,

N

d - f”K"[l J]X[J] ot f”K"“[I i1X1]
)= ey RN ey 5 N
j=1n=0 j=1 n=0
N T sy n . +00 N nwn+lr:
On a (KH,)[i,j] = ZK[i,k]e_t ZLEI{’]] =e! Z Z [i, k]K"[k, ] = ZtK—'[Z’]] donc
k=1 n=0 n n=0 =1 n=0 1
d . . . /
a(HtX)[z] = —(HX)[i] + (KH,X)[{] et Py (t) = -H; X + KH; X = —(I,, - K)H;X
16 >  Ona @x(t) = (Px(t) | Px(t)) donc ¢y est dérivable (composée d’une fonction dérivable et d’une forme bilinéaire) et
Px (£) = 2(Px (1) | P§ (1)) = =2(H, X | (I,, - K)H,X) = —24,,(HX).

n
171> OnaKeru = Vect(U) et ||U||* = Zﬁ[i] =1 ( est une probabilité) donc p(X) = (U | X)U.
i=1

N N N N N
Or (U | H,X) = ZZHt[i,j]X[j]n[i] = ZZHt[j,i]X[j]n[j] (car H; est Ti-réversible) = ZX[j]n[j] = (U | X) donc
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

p(H;X) = p(X).

18> OnaY=X-p(X)=X-(U|X)Udonc H;Y = H;X - p(X) (puisque H;U = U) et donc H;Y = H;X — p(H;X).
D’apres la question 10, g, (H;Y) > AMH, Y|]?, et d’aprés la question 16, @} (t) < —2A@y(#).

d
On a donc pour tout ¢ > 0, ((p&(t) + 2A(py(t))e2)‘t < 0, soit encore a((py(t)ezm) < 0. Ceci montre que la fonction t >
2Mt

@y(t)e" est décroissante sur R, et donc que (py(t)ent < @y(0) = |[Y]|?, soit encore @y (t) < e 2M|IX -p(X)
Or on a vu que @y(t) = ||H,Y||* = [|H;X = p(X)|I?, donc [[H;X = p(X)II* < e X = p(X)|I*.

2
I°.

19> Onap(E;) = (U|E)U = n[i]U et |[E; — p(Ey)II* = [E;lI* — 2(E; | p(E;)) + lIp (E4I*.

On a ||E;|* = w[i], |lp(E; WP = w[i]?|[U|1*> = =[i]? car Tt est une probabilité. Enfin, (E; | p(E;)) = w[i|(E; | U) = n[i ]? donc
IE; —p(EII = m[i] - nW <mfi].

En appliquant la question précédente a E; on obtient alors ||H;E; — t[{]U]| < e M \/m
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N
20> Dr’apres la question 5, H, = H;,, x H;/, donc H,[i, j] = ZHt/z[i,k]Ht/z[k,j]. Ainsi,
k=1

N N N
Y (Hepli, k= mlk])(Hyyalk, j1=melj1) = Heli, 1= )~ HepoliskImlj]= ) mlkHyyalk, 1+ e[ j]
k=1 k=1

k=1

N N N
D’apreés la propriété (M,), ZHt/z[i;k]Tl[j] = 7([j] et par T-réversibilité, Z'n[k]Ht/z[k,j] = ZHt/z[j,k]T([j] =7[j] donc en
k=1 k=1 k=1
N

définitive, ) (Hyali,k]=mlk])(Hyalk, 1 - lj]) = Hili, j] - xlj].
k=1

21> Par m-réversibilité on a (Ht/z[k,i] - T([k])T[[i] = ((Ht/z[i,k] - Tc[i])n[k] donc :

N
wli)(Hi[i,j]-mlj]) = ) (Hyalk,i] = mli])(Hy2lk, j]-m[j])m(k]
k=1

Par ailleurs, (H,E; - n[i]U)[k] = Hy[k, i] - n[i] donc w[i}(H,[i, j]-m[j]) = (H/2E; - m[i]U | Hy,E; - m(j]U).
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, T([l]lHt i,j]- T([]” <|Hyp2B; = m[i]U[| x |H;/2Ej — 7[j]U]| et d’apres la question 19,

wi)|Hili, j]1 - lj]| < e yrlilmlj], soit [Hyli, j]-nj]] < e i)

m[i]’
On en déduit bien évidemment que tlir+n H,[i, ] = n[j]-
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