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CORRIGE : ETUDE DU RESTE D' UNE SERIE NUMERIQUE

Probleme 1. (d’apres E3A MP 1999)
Partie I.

Question 1. La suite (1/k)gen est décroissante et converge vers 0, donc d’apres le critére spécial des séries alternées,
o -1)* . : . .
la série E i converge. De plus, la somme de la série est toujours comprise entre 0 et son premier terme donc, en

appliquant ceci au reste on obtient |a,| < 1

+1°
Question 2. . 1 1 1 p-1
p —x)P — (=x)"
a) Calculons : (—1)”“[ Y dx+ (—l)pf Y dx= f de = —f (Z(—x)k)dx
o 1+x o 1+x 0 1+x 0 \=
p-l 1 p-1 k+1 p k
_ _1\k+1 k _ (_1) _ (_1)
SWRIE) RS AR e
k=n k=n k=n+1
boxp ! 1 . boxp ST . e
b) Ona:0< T x de< | xPdx= — donc 1121 e dx = 0. En passant a la limite suivant p dans 1’égalité de
0 0 p=reeJo
n
la question précédente, on obtient a, = (—1)"*! j dx.
o 1+x

Question 3.

a) En procédant a une intégration par partie, on obtient :

_1\n+l n+l _1\n+l 1 n+l _1\n+l _1\n+l 1 n+l
e R - L L s
(m+1)1+x) |, n+1 Jo (1+x)? 2n+1)  n+1 Jy (1+x)?

_1\n+l -1 _1\n+l 1 n+1
= L(1 + %) + ) J ad dx
0

1

2n n+1 (1+x)2
-1 n+1 1 -1 n+l1 1 n+1
= =D +O(—)+( ) j a dx.
2n n2 n+1 Jy (1+x)2

1 Lyl 1 ! 1 1 byl 1
Par ailleurs, 0 < dx < " ldx = donc dx = O(—)
n+1lJy (1+x)? n+1 J, (n+1)(n+2) n+1lJy (1+x)? n?

P (1) 1
En définitive, a,, = 5 + O(_z)
n n
(-1)" S P 1 L
b) Posons a,, = a,, + TP D’apres ce qui précede, o, = O(;) donc la série > a,, est absolument convergente. Par
_1)n+1

ailleurs, la série E converge car elle vérifie le critére spécial des séries alternées. La somme de deux séries

, 1 .. —1)nt < g
convergentes étant convergente, on en déduit que la série } (ocn + %), c’est a dire > a,, converge.
n
Question 4. Utilisons pour calculer la somme de la série E a, l'expression obtenue a la question 2b :

P P 1 n 1, P 1 1
1+(-1)PxP*t
Z”" =) (-1)"*! L P (Z(_x)n)ﬁ —_ &dx
i 0 1+x 0 s 1+x 0 (1+X)2

n=0 n

1 ptl 1 1
Sachant que 0 < J ———dx< j xPHdx =
0 (1 +x) 0 p+2

o ] el
" o (1+x)2 11+xlp 2
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on obtient en faisant tendre p vers +oo :



Partie II.

. . X 1 n+l qy
Question 5. Posons pour tout n € N, v,, = u,, — —. Alorsv,,1 — v, = —— — —.
Vn + 1 n \/E
. Lo .1 “ldx 1
La fonction x — — étant décroissante, nous avons : Yk € IN¥, < — < —=. La premiére inégalité prouve que
k

Vi Vil o VSR

la suite (v,,) est décroissante. Par ailleurs, on obtient en faisant la somme :

n n-1

1 " dx 1 1
E — < —<E — — — <7,
Sk Vx Vk Vi ot

k=1

La suite (v,) est donc minorée par 0; elle converge. On pose £ =limwv, — 2.
+00

Question 6.

a) Par comparaison a une intégrale on obtient :
1 1 1 Pl dx Z” 1 _(Pdx 1 (1 1
0-1\(n+1)%-1 (p+1)9-1 ni1 X9 kO " J, x0  0-1\n0-1 po-1

1 1 1 1 1
et en faisant tendre p vers +oo : 6-1 X 1o k9 6_ prEy Ainsi, Z I e T ne_—l'

b) Traduisons la propriété : x,, ~ v, : pour tout € > 0 il existe un rang N a partir duquel (1 —e)x; < yx < (1 +€)xy, et

+00 +00 +00
sommons cet encadrement pour k > n+1. On obtient : (1 —¢) Z X < Z < (l+e) Z Xk, ce qui traduit ’équivalence
des restes. k=n+1 k=n+1 k=n+1

Question 7.

1 1 1\"1/2 1\1/2
a) Vyyl —Vy = —2\/n+1+2\/_=—(1+—) —2\/5(1+—) +2yn
) n+1 n \/m \/— n

1 1 1

=—|1- 2Vn|l+ —— ( ))+ 2
\/ﬁ( 2n ( )) \/_( o 8n? \

= +o( )

~Amfn Anyn]

Ainsi, v, — vy, 4 . La série Z— est a terme général positif et convergente (série de Riemann), ce qui nous

autorise a appliquer la quest10n 6b : la série E (vie1 —vy) converge et les restes de ces deux séries sont équivalents :

+00

1 1
“Unt1 = Z Vg1 = Vk) ~ 4k . k\/_
n

k=n+1

. . . 1 . . 1
On applique ensuite la question 6a : v, ~ F, soit encore, puisque Vin—1 ~ v, v, ~ ——.
n

24/n

b) Si on pousse plus loin le développement asymptotique de v,,,; —v,, on obtient : v,,,; —v,, =

-1 1 1
+ +0 .
dn\n  4n2+n (nzx/ﬁ)

1 . N . o
En posant w, =v,, — PN on obtient : wy, est a terme général positif et convergente

1 1
—w, ~ ————. La série _
\n " 16n2yn Zl6n2\/E

(série de Riemann); on en déduit que la série E (wye1 —wy) converge et que les restes sont équivalents :

+00 +
1 1 -1

—w, = Z(wk+1 —wy) ~ — Z soit  w, ~ .

k=n 16 k=n kz\/E 24?1\/%

1 1
Nous avons donc v,, = ) ce qui donne u, = 2Vn+ 0 + 7 + O( )

1 .0
\/_ (n\/_ nyn
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Question 8.
2n (_1 )k

a) Nous avons by, =S-S5, 0u Sy, = Z_
o Ve

n

donc Sy, + Uy, = V2 = \/Eun.

S| < 1

Or S2n et Uy

2~

n n
) =) =
=\2k =V2k-1
Ainsi, by, = S+ 1y, — V2u,,.

b) A l'aide du développement limité obtenu a la question 7b on peut écrire :

=1

1

b2n=S+2\/ﬁ+€+;—\/5(2\/%+€+—)+O(nlﬁ)=S+(1—\/§)€—E+O(Hlﬁ).

1
2V2n 2\/n

¢) Sachant que (b,,) tend vers 0 (c’est le reste d’une série convergente) nous avons nécessairement S + (1 — \5)6 =0, c’esta

dire: S = (V2-1)L.

-1 1
Il en résulte que by, = —— + O(—) Par ailleurs,
q 2n 2 ,—2n n
1 1 1 1 1 1 1 1
b =b,, + = +—( - )+O( ): +O( )
LTI ame1 2V2nal 2\\2n+l Von nvn) 2vane1 \nyn
O(1/nn)

(_1)n+1 1 (_1)n+1
+ O( ) La série Z(bn - —) est absolument convergente car dominée
2y/n n\n 2y/n

(_1)n+1

2n

Nous avons donc prouvé que b, =

par une série de Riemann; la série E converge d’apres le critere spécial des séries alternées; il en résulte que la

série } b, est convergente.
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Probleme 2. (d’apres Centrale MP 2011)
Partie I. Etude préliminaire

Convergence des séries de Riemann

k+1

Question 9. f est décroissante donc pour tout x € [k, k+ 1], f(x) < f (k) et par croissance de 'intégrale, J f(x)dx
k

N

k+1 k k
f(k)dx = f (k). De méme, pour tout x € [k—1,k], f(k) < f(x) donc f(k) = flk)dx < f(x)dx
k k-1 k-1

1 .. - L
Question 10. Lorsque « < 0 la série Zﬁ diverge grossiérement (le terme général ne tend pas vers 0).

Lorsque 0 < a <1 la fonction x x_ décroit donc on peut appliquer la question précédente, et la relation de Chasles

" dx kel dx -
fournit la minoration : — = J Z —
1 x¢ = ke
"dx Inn sia=1 n dx
On calcule f — = e . donc dans les deux cas lim —- =400, ce qui prouve par minora-
1 x* (n —1) si0<ax<l1 n—teo J; x®
l1-«a
1 1
tion que ngka : o = toor la série Zﬁ diverge.
" dx 1 1 1
Lorsque o > 1 on utilise cette fois la majoration — — =1+ (1 - ) <1+ .
d ) Z« ZJ lx"‘ 1 X a-1 nol a-1

Les sommes partielles de la série a terme général positif E — sont majorées donc la série converge.
n

Question 11. La question précédente a déja montré que S(a) <1+ 1 et en minorant par le premier terme de la

somme on a aussi 1 < S(«).

Premiere étude asymptotique du reste

Question 12 Etant donnés deux entiers 2 < < N on obtient en sommant les inégalités de la question 9 pour k € [, N-1] :

N+1 dx
Z < —, ce qui donne en calculant les intégrales :
. X« ke x®

1 1 1
- <
a-1 ( no-l No-l )

k=n
1 1 1 1
En faisant tendre N vers +oco on obtient 'encadrement —— <R () — ————
—1n“ a—1(n+1)x1
1 1 1\« 1 1- 1 1 1- 1 1 1
Par ailleurs on a = (1+—) = (—) = + a+o(—): +O(—)donc
(n+1)e-1  pot n no-l n n nel - opo n®)  no-l ne
1 1 1
Ralo) = S T et +O(ﬁ)‘
1 - 1 1
Question 13. On calcule f'(x) = et f’(x) = a‘jl et [ % Sur l'intervalle [k,k + 1] on a |f | )| < %
1 1
donc en appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange entre k et k + 1 on obtient |f(k +1)—f(k)—f'(k)- 31 "(k)| < %, ce

) . 1 1 « 1
qu1c0ndu1ta:f(k+1)—f(k):k—a—EW+O(W)-
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) 1 a 1 1
Question 14. Ona i flk+1)—f(k)+ > jarl + Uy avec uy = O(W)
+0o0
1 1 1
ligolf(k) = 0 donc par télescopage, Z(f(k +1) —f(k)) =—f(n)= PR Par ailleurs, les deux séries ZW et Zuk
k=
" +00
bsol 1 de)d S
convergent (absolument pour la seconde) donc R, (o) = T + ERn(a +1)+ Zuk.
11 1 o
D’apreés la question 12, R, (a+1) = P O(W)
ill il 11 ! i
Par ailleurs, il existe une constante M telle que |uy| < -— donc 'Zuk’ Z rar? = 2la+2)= O( oS, ) (question 12)

1 1 1 1 1
donc tout ceci nous donne : R, (o) = ——+ O(—)
o— 1 no— 1 2 no notl

Partie II. Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

Nombres de Bernoulli

-1

P
Question 15. Posons g = Z ajf @) ona Z k|g -f'= Z k_]'f(k+] — f’. Cette expression est combinaison linéaire
j=0 ’

>~
1l
—_

]
des fonctions f, f”,..., f?P~V et il s’agit de montrer que tous les coefficients devant f, f”,..., f) sont nuls.

Le coefficient devant f” est égal a ag—1 = 0.

n n—1
Pour tout 1 € [1,p — 1], le coefficient devant f"*1) est égal 4 +
our tout n € [1,p — 1], le coefficient devant f est éga aZ( +1 = =a, Zn+1 Y
j=0 j=0
p
. 1 k ’ 1 2p—-1
On a donc bien Zﬁg()—f eVect(f(er ), f2P )).
k=1
n
] . , s . 4j
Question 16. La relation de récurrence s’écrit aussi : Z— =0 donc:
) = (n+1-j)!
—pourn:lona%o+a1:Odoncalz—z;

ap a
- pourn:20na—0+—1+a2:0d0nca2:—.
6 2 12
Montrons maintenant par récurrence que pour tout n € N, |a,,| < 1
— C’est vrai pour n=0;

— sin>1, supposons le résultat acquis au rang n—1. Alors :

n-1 n-1 |a.| n—-1 n+11 +c>o1
]
= — < —=e-2<1
la] = ]_Zozn+1 ]’ ]Zrn+l— ]Zzn+1] P k!\;k! ¢

et la récurrence se propage.

Question 17. Pour tout 7 € IN on a donc |a,,z"| < |z|". Lorsque |z| < 1 la série géométrique E |z|" converge donc la série

E a,z" converge absolument.

. - z" . . .
Question 18. Les convergences de séries E — et E a,z" étant absolues on peut réaliser un produit de Cauchy, et en
n!

+0o0 n +0o0 n—1 +00 n +00 n
. z z z . ax
écrivant e* -1 = — =z) ——=2z) ——— onobtient: (e*-1)p(z) =2z ( —)z" =z.
Zn! ) ! Z(n+1)! (e -1)e(z) Zz(n+1—k)!
n=1 n=1 n=0 n= =
z
Pour tout z € C tel que |z| <1 et z# 0 on a donc ¢(z) = — T
e —
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Formule de Taylor

Question 19. D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre k et k+ 1,

P (n)
glk+1)- Zg | kl)' ot My est un majorant de gP*!) sur le segment [k + k + 1]
n=1 ’
P (n 2p-1
D’apres la question 15, il existe des réels by, 1,..., by, tels que g = '+ Z b,f™. On a donc
n=1 " n=p+1
2p-1
IR(k)| = [g(k+1)-g(k < ) Ibal|f "k
n=p+1
1)1 1)--- -1 1
On établit par récurrence que pour tout n > 1, f)(x) = (=1) a(axzﬂz_l (a+n-1) = (—xa+n_1 )
2p-1 1
done ) Ibb[f" 0] = O()
n=p+1
1 = 1 pl )P a,o(a+1)---(a+p+n)
Par ailleurs, gP*!) Z (pr1+m)( T donc on peut poser
=0 n=0 X
= layla(a+1)---(a+p+n) 1
~ Y ~
M= = kotptn k—+co O( kotp )
O 1 tré R(k)] = O !
n a alors montré que |R(k)| N (k“ﬂ’ )
1 +00
Question 20.  Ona R(k) = g(k+1) - g(k) - 1 donc Ry(a) = Z(g(k +1) = g(k) = R(K)).
k=
+00 ! +00
Puisque lig}g(x) = 0 on obtient par télescopage : Z(g(k +1) —g(k)) =—g(n). a)+g(n | = |ZR ‘ )| < Z|R(k))
k=n
D’apreés la question précédente, il existe une constante A telle que |R | k“+P donc ‘Rn a)+g(n < A Z = = AR, (a+p).
k=n
1 1
Or d’apres la question 12, R, (a+p) = O(W) donc on a montré que R, («) = —g(n) + O( i )
. _ s _ 1 1 a 1 . N
Question 21. Pour p = 3 cette formule s’écrit R, () = @t toat e + O( a2 ) ce qui donne en particulier

1 1 1 1
Rﬁhgfzﬁaﬂqﬁ)
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