CORRIGE : POLYNOMES DE BERNOULLI

Partie I. Etude des polynomes de Bernoulli

Question 1. Pour tout P,Q e R[X] et A e R, A(AP+ Q) =AP(X+ 1)+ Q(X+1)-AP(X) - Q(X) = AA(P) + A(Q) donc A, et a
fortiori A, sont linéaires.

De plus, pour tout P € R[X], deg A(P) < deg P donc pour tout P € R,,[X], A(P) € R,[X]. A, est donc bien un endomorphisme
de R, [X].

Question 2. Soit P € R[X] tel que A(P) = 0, autrement dit P(X + 1) = P(X).

Supposons que P ait une racine «, réelle ou complexe. On prouve alors par récurrence que pour tout k € N, P(a+k) = 0.
Autrement dit, P possede une infinité de racines et ainsi P = 0.

Les seuls polynomes vérifiant A(P) = 0 sont donc le polynéme nul et les polyndmes sans racine réelle ou complexe,
autrement dit les polynémes constants. On a donc Ker(A,,) = Ry[X].

Considérons maintenant Q € Im(A,,) : il existe P € R,,[X] tel que Q = A(P) = P(X + 1) - P(X).
Posons P = 4, X" + P; avec P; € R,_{[X]. Alors Q = 4,(X+1)" —a,X" + A(P;) avec A(P;) € R,,_; [X].

k
k=0

Or d’apreés le théoreme du rang, n+ 1 = dimKer(A,) + dimIm(A,) = 1 + dimIm(A,) donc dimIm(A,) =n=dimR,_[X] et
ainsi Im(A,) = R,,_1[X].

n-1
On observe alors que Q = a, " XK+ A P;) € R,_;[X]. Autrement dit, nous avons prouvé que Im(A,,) C R,,_;[X].
q P q

Question 3. nX"! R, 1[X]=ImA, donc il existe P € R,[X] tel que nX""! = A(P).
Soit Q € R, [X] un autre polynome vérifiant A(Q) = nX"1. Alors A(P—Q) =0 donc P-Q e KerA,, et il existe donc A € R

tel que Q =P + A. Ainsi, s’il existe, le polyndme B, s’écrit sous la forme B,, =P+ A avec A e R.
1 1
La condition J B, (t)dt = 0 impose alors une unique valeur pour A, et ainsi B,, =P —J P(t)dt.
0 0

n n n k-1 n-1 n
Question 4. Posons B,, = Zaka. Alors A(B,) = Zak((X + l)k —Xk) = Zak Z(I;)X] = ak(l;)xj-
0 k=j+1

k=0 k=1 k=1 j=0 i=

Le coefficient de X"~ dans I’expression de A(B,,) est donc égal a an( " 1) = na,. Or A(B,) = nX""! donc a,, = 1. On a ainsi
prouvé que degB,, = n et que cdom(B,;) = 1. "

1
1 1
By (t)dt = 0 impose a = -3 donc By =X -=.

Posons B; = X + a. La condition J- 5

0

1 1

1
Posons B, = X? +aX +b.Ona A(By)=2X+1+adonca=-1,etla conditionj Bz(t)dt:Oimposeb:—J- (t2—t)dt:g

1 0 0
donc B2:X2—X+g.
3 1
Posons B; = X3 + aX? + bx + . On calcule A(B3) = 3X% + (3 + 2a)X + (1 + a+b) donc a = —5 etb = 5 et la condition
! 3,3, 1 3 3y2, 1
J B3(t)dt:Oimposec:—f (t + =t ——t)dt:Odonc B; =X"-=X"+=X.
0 o 2 2 20 T2

Question 5. Pour tout 1 > 2, A(B,) = nX"~! donc A(B,)(0) = 0. Or A(B,)(0) = B,,(1) - B,,(0) donc B,,(0) = B,,(1).

1 1
Question 6. Pour tout k € [[1,p], k" = mA(BnH)(k) = m(BnH(k +1)- Bn+1(k)) donc par télescopage,
¢ 1 1
;kﬂ = m(Bn+1(P+ 1)_Bn+1(1)) = m(BnH(P +1)- Bn+1(0))-
p
L. 2 1 1 3 3 5 1 )_1 5 1 _p(p+l)(2p+l)
En particulier, ;k = §(B3(p+ 1)—B3(0)) = 5((p+ 1)° - E(p-i— 1)+ E(p—i— 1))= §(p+ 1)(p + Ep) ==
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Partie II. Nombres de Bernoulli

Question 7. Notons déja que la formule est vraie pour n = 1 puisque By =1 et ,, =X - 5

7
Supposons maintenant n > 2 et posons C,

Ona A(C,) = %(B;(X+ 1)-B,(X)) = ;A(Bn) = (n—1)X""2 puisque A(B,) = nX""\.

1 1
1 1
Par ailleurs, J C,(t)dt = ;J B, (t)dt = Z(B”(l) —Bn(O)) =0 (question 5).
0 0
De par l'unicité établie a la question 3 on en déduit que C,, = B,,_;, autrement dit que B, = nB,_;.
Question 8. Procédons de la méme fagon en posant cette fois C, = (—1)"B,(1 — X).
On calcule A(C,,) = C,(X +1) = Cpy(X) = (=1)"B,,(=X) = (=1)"B,,(1 = X) = (=1)" L A(B,,)(-X) = (=1)" ' n(-X)""! = nX""1.
1 1 1
f C,(t)dt = (-1)" f B,(1-t)dt = (—1)”J‘ B,(u)du = 0 (en posant u = 1 —t) donc d’apres la question 3, C,, = B, soit
0 0
B, (1-X) = (~1)"B,(X).
En partlcuher B,(1)
2,

(1) = (-1)"B,,(0). Or pour n > 2 on a B,(1) = B,(0) = b,, (question 5) donc pour un entier n impair
supérieur ou égal a

b, =-b,, soit b, = 0. Ainsi, pour tout k > 1, by;,1 = 0.

Question 9. Fixons x € R et considérons le polynome B, (x + X). Il s’agit d'un polyndéme de degré n donc d’apres la

n B(k) (x) n B(k)(x)
formule de Taylor, B, (x + X) = nk—!Xk et donc pour touty € R, B, (x+vy) = ”Tyk.
k=0 k=0 |
Par ailleurs, d’apres la question 7, B;, = nB,_; donc (par récurrence) B(y,k) =nn-1)---(n—-k+1)B,_ = (nn—‘k)'B"*k'

n | n
Adnsi, By (x+9) = ) g Bk = Z(:)Bn_k<x>y"-
L Tin =

k=0
= (n = (1
Question 10. Pour x = 0 on obtient : Yy € R, B, (y) = Z(k)Bn_k(O)yk donc B, = Z( )bn_ka (identification entre un

k=0 k=0 k
polynome et la fonction polynomiale associée).

n+1 n+1
1 1
Pour y =1 et en remplagant n par n+1 on obtient : Vx € R, B, ;1 (x+1) = E (n;: )Bn+1_k(x) =B, (x)+ E (n;: )Bn+1_k(x).

k=0 k=1

n+1 n
1 1
Mais (n+1)X" = A(B,41) = B,..1 (X +1) - B,(X) donc (n+ 1)X" = E (n;: )B”H_k = E (nj )Bj (en posant j =n+1-k).
k=1 j=0

+1 = (n+1
Enfin, en évaluant en 0 ce dernier résultat on en déduit : Vn € IN*, Z(n )Bk(O) =(n+1)0" =0, soit Z(n P )bk =0
k= k=0
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