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CORRIGE : PERTURBATIONS DE RANG 1 DE MATRICES (X PC 2025)

Partie I

. OnaueM, (R)et vl e M; ,,(R) donc uv’ € M,(R). De plus, rg(M) < min(rgu,rgv) = 1. Enfin, il existe i,j € [1, n] tels

que u; # 0 et v; # 0 et puisque le coefficient de rang (i, j) de la matrice M vaut u;v; on en déduit que M = 0 et donc que
rgM=1.

Posons u! = (1 1 - 1). Alors J = uu" donc d’aprés la question précédente, rgJ = 1.

Notons ki, ..., k, les vecteurs colonnes de K. rg K = 1 donc il existe un espace vectoriel Vect(u) de dimension 1 tel que pour
tout j € [1,n]], k; € Vect(u). Posons k; = vju avec v; € R, puis vl = (1/1 vy e vn). Alors K = uv™.

v
Supposons uv! = xyT. Alors uvTv = xyTv, soit encore |[v||?u = (y | v)x. On a donc u = Ax avec \ = <|3|} |||2>
v

(ulx)y  Alll* _1

lull>— A2lll> A

De méme, uTuvT = uTxyT soit ||ul|>vT = (u | x)yT donc v = py avec p =

La réciproque est évidente.
n

a) tr(K) = Zuivi = (u|v).
i=1
b) K> = u(vTu)v"® avec vTu = (u|v) € R donc K? = (u | v)K = tr(K)K.
c) SitrK =0 le polynome X(X —trK) est scindé a racines simples et annule K donc K est diagonalisable.

Si trK = 0 alors K2 = 0 donc Sp(K) c {0}. Or seule la matrice nulle est diagonalisable et a un spectre réduit a {0}, donc K
n’est pas diagonalisable.

Supposons que P soit un projecteur orthogonal de rang 1, et notons y un vecteur de norme 1 qui engendre son image.
Alors pour tout x € R", Px = (v | x)v = (v 7 x)v = v(yTx) = (ypT)x (car yTx € R) donc P = pp .

Réciproquement, si P = yyT avec [|y|| = 1 alors Px = p(yTx) = (v | x)v et on reconnait l'expression du projeté orthogonal sur
Vect(y) donc P est bien la matrice d’un projecteur orthogonal de rang 1.

Partie 11

L, O\(L,+uvT wu\(I, 0\ (I, u
Oncalcule(vT 1)( 0 1)(—vT 1170 vTu+1 € M1 (R).

En passant au déterminant on obtient : 1 x det(I, + wvT)x1=vTu+1=@|u)+1.

A est inversible donc det(A + uv") = det A x det(I,, + A" uvT) et en appliquant la question précédente aux vecteurs A~ u et
v, det(I, + A uvT) =1+ (v | A" u) donc det(A + uv™) = detA(l +{(v | A_lu)).

Puisque det A = 0, det(A + uvT) et non nul si et seulement si (v | A7 u) = —1.
A luyTA™ 1

Posons B=A"! - £ WA et calculons : B(A + uvT) =1, +AtuvT - —(AfluvT + (AfluvT)z).
1+ |A1u) 1+@|A1lu)

Siu =0o0uwv=0on trouve bien B(A + uvT) =1,
Siu=0etv=0,lamatrice (A u)vT est, d’aprés la premiére partie appliquée aux vecteurs A~ u et v, une matrice de rang
1, et donc (A" uv™)? = (w | A u)A™ uvT, et le calcul ci-dessus se simplifie en B(A + uvt)=1,.

On a bien montré dans tous les cas que B = (A + uvT)™!.
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12.OnpeutavoirdetC:Oetdet(C+uvT)¢O;C'estlecaslorsqueC:diag(O,l,...,n—l)etuT:vT:(1 1 - l)cardans

1 1 - 1
ce cas la matrice C+ uv’ = b2 est inversible (son déterminant vaut (1 — 1)!).
: |
1 - 1 n

Partie 111

13.BT = AT+ (uT)TuT = A+ uu” =B donc Be S, (R).
n n n
14.Posons M = kavg. Pour tout j € [1,n], Mv; = kavgvj = Z(vk | vj)vp = v; car la base est orthonormale, donc M = 1,,.
k=1 k=1 k=1

n n
15. a) Posons M = Z)\kwkwg. Pour tout j € [1,n], Mw; = Z)\k<wk | wj)wi = Ajw; = Aw; donc M = A.

k=1 k=1
b) Notons que puisque x ¢ Sp(A), la matrice xI,, — A est inversible.

n n
1 1 1
Posons M = > x—)\ wkwg. Pour tout j € [1,n], Mw; = > m(wk | wj)wy = P
(x Aj)w; donc M = (xI,, - A)~".

Yy w; = (xI, —A)_lw]- car (xI, - A)w; =
k=1

Xwj = )\]w]

16. a) D’aprés la formule de Grassmann, dim(E N {u}t) = dim E + dim{u}* —dim(E + {#}*) > dimE + dim{u}* —n=dimE-1
car {u}* est un hyperplan. La matrice A est diagonalisable donc dim E est égal a la multiplicité de la valeur propre associée,
et donc dim(EN{u}t) > m—1.

b) Pour tout x € EN{u}, Bx = Ax = Ax car (u | x) = u"x = 0 donc EN{u}* c Ker(B-Al,), et ainsi, dim Ker(B—AI,) > m—1:
A est valeur propre de B de multiplicité au moins m — 1.

17.XB(x):det(xln—A—uuT)—det(xI - )xdet(I — (1, —A)_luuT)

D’aprés la question 15, (xI,, - A) 'uu® = Z wkwk T,ul = Z <z’k |>:>wku — i avec v = Z (;Vk |):)
k_

D’apres la question 8, det(In —(xL,, - A)_luuT) =det(I,—vuT)=1-(@|u)=1- Z%(wk | u) donc en définitive,
Mk
(w | u)?
Xa(r) = X1 Z )

18. a) Sion avait ] = @ on aurait pour tout k € [1,n]], (wy | u) = 0 et donc u = 0 car (wy) est une base orthonormée, ce qui n’est
pas. On a donc J = @.

n 2

b) le ] donc <w€ | u) =0. L'expression 1— Z <]’:k |:>
S

k=1

est donc définie en A, et par voie de conséquence posséde une

limite lorsque x tend vers Ap.
Puisque par ailleurs X (A¢) = 0 on en déduit en faisant tendre x vers A, dans la relation obtenue a la question 17 que
Xg(Az) = 0 et donc que Ay est valeur propre de B.

c) Dans cette question, on a pour tout k # j, (wy | u) = 0 donc u € Vect(w;) et s’agissant de vecteurs unitaires, u = +w;. On

)2
a donc pour tout x # Aj, Xp(x) = XA(x)(l - %) = XA(x)(l - x_l}\j ) = f’i(;:; (x=Aj-1)=(x-Aj— 1)]_[(x—Ak).

k=#j
Ainsi, Sp(B) = (A, A, A + L A1, Ay).

2
19. a) D’apreés les théorémes généraux, f est de classe € sur R\ {\,..., \,}, et f'(x) Z (wy |>\u>
X k
b) La fonction f est donc strictement décroissante sur chacun des intervalles |\, Ak+1[ pour 1 <k<n—1)et ], +oo[.

Pour tout k € [1,n]Jona lim f(x)=—ocoet lim f(x)=+oo ainsi que lim f(x)=0 donc d’apres le théoréme de la bijection
XA X*))\; X—+00
continue il existe un unique antécédent de 1 par f dans chacun des intervalles A, Ar,1[ ainsi que dans |A,,, +oo[.
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¢) Pour tout k € [1,n—1]], notons py 'unique réel de JAy, Mg, [ vérifiant f(pg) = 1, et p,, 'unique réel de |\, +oo vérifiant
f(}’ln) =1
D’apres la question 17 on a Xg(px) = XA(Mk)(l —f(yk)) = 0 donc yy,..., 1, sont valeurs propres de B, et il ne peut y en avoir
d’autres puisque B € M, (R).

Partie IV

n

1 1
20. D’apres la formule de transfert, pour tout w € R", E ((U | w)z) = Z—(uj | w)? = Ellwll2 car (u;) est une base orthonormée.

2
21.D’apres la question 17, IE(XB(x)) = ]E[XA(x)( (w xk l;D ] et par linéarité de I'espérance,
— k
XA _lnX() = Xa(x) 1,
E(Xa(x) Z wi | 0)?) = Xalx) 2l = a5 ) = Kal) = )

n

car Xa(x) = | [(x=Ap).
k=1

n
22.Posons Xp(x Zbkx les by étant des variables aléatoires. Par linéarité de I'espérance, IE XB ZIE by) x* donc
k=0
X lE(XB(x)) est une fonction polynomiale, donc continue. Ceci nous autorise a faire tendre x vers Ay dans I'expression

obtenue a la question précédente pour obtenir : IE(XB()\k)) =Xa(Ag)— %X;\()\k) = _%ng()\k)-

23. Les deux questions précédentes ont montré que x — IE( XB(x)) est une fonction polynomiale de degré #; elle s’annule donc
au plus #n fois dans R.

Partie V

24.e¢{)\,...,\,} donc A —€l,, est inversible.
25.B—e¢l, = (A—el,)+uu’ et A—el, est inversible donc d’aprés la question 9, det(B—el,,) = det(A—eIH)(l +<u ) (A- eIn)_1u>).
Or par hypotheése 1 + <u | (A- eIn)_1u> < 0 donc det(B—el,) = 0.

-1 A—el,) uuT(A—el,)!
26.D’aprés la question 11, (B—el,,) ™! = ((A—eI,,) - uuT) =(A—el,)! - ( 1 +€<n) | (”A” (I )_16 n>) donc
ul(A-el,) lu

1
1+{u|(A—el,) 1u)

tr((B—el,)™") = tr((A—el,) ")~ tr((A—el,) uuT(A—el,) ™)

Posons K = (A —el,,)"! La matrice K est symétrique donc tr(Kuu"K) = tr((Ku)(Ku)T) = |IKul*> > 0 (question 5) et par
hypothese 1 + <u ( (A—el,)™! u> < 0donc tr((B - eIn)_l) > tr((A— el,)™h).

27.La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable ainsi que (A — el,)™!, et donc:

(A—€l,)
( o }\k_e km+1>\k_€

-1 1 =1
Il en est de méme de B, et par hypothése p; =... = -1 = 0 donc tr((B —el,) = moo .
€ W — € P —€

k=m+1
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S o 11 ! =1
D’apres la question précédente, P + Z > Z
k=m+1

—€ —€ —€
Hm k=m+1 3 )‘k €
_ - 1 - 1 1 1 1 1
Mais pour tout k > m+ 1, pg > Ay > e donc E > E ;onadonc — + > 0, ou encore — > .
o M S B € € Hm—€ € €7 Hm

Supposons p,, < €. Cette inégalité implique alors € —p,, > €, soit encore p,, < 0. Or p,,, > A, = 0. Cette hypothese est donc
absurde, et donc p,, > € (on ne peut avoir p,, = € car B—€l,, est inversible).
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