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CORRIGE : TRANSFORMATION D’EULER (X MP 2011 — EXTRAIT)

Partie I. Suites completement monotones

Question 1.

a) Pour tout n € N, (Au), = f(n+1) - f(n); f étant de classe €' on peut lui appliquer ’égalité des accroissements finis
il existe x € n,n+1[ tel que f(n+1)— f(n) = f'(x).

b) Raisonnons par récurrence sur p € IN".
— le cas p =1 a été traité a la question précédente.
— Sip 21, supposons le résultat acquis au rang p — 1.
Soit n € IN. Considérons la fonction g: x — f(x+ 1) — f(x) ainsi que la suite (v,) de terme général v, = g(n). g est de classe
&> donc on peut lui appliquer I’hypothése de récurrence : il existe y € |n,n+p — 1] tel que (AP~1v),, = gP~D(y).
Mais d’une part v = Au donc AP"'v = APu et d’autre part gP~V(y) = fP~D(y + 1) - fP~D(y) donc d’apres ’égalité des
accroissements finis il existe x € |y, v + 1[ tel que gP~V () = f(P)(x).
Onan<y<n+p-lety<x<y+1doncn<x<n+p;lerésultat est bien acquis au rang p, la récurrence se propage.

Question 2. Considérons la fonction f : x — =1 Cette fonction des de classe € et il est aisé de prouver par récurrence
x

!
sur p € N* que pour tout x > 0, fP)(x) = PPt

(x+1)prL
_1)Pp!
D’aprés la question précédente, pour tout p et n dans IN il existe x € ]n,n+ p| tel que (APa), = fP)(x) = % donc
x
!
(-1)P(APu), = . 0, ce qui prouve que la suite (a,) est complétement monotone.

(x+1)p+l

Question 3. Considérons 'endomorphisme 6 de E qui a toute suite (u,) de E associe la suite de terme général (ou), =
p

Uye1- On a A = §—1dg donc d’apres la formule du bindme, AP = Z(Z)(—l)p_kék. Or 4 I’évidence (8*u), = u,,; donc
k=0
P p
(APw), Z( ) iy et ainsi, (~1)°(APu),, = X(—l)k(;’)umk.
k=0

p
Question 4. D’aprés la question précédente, (—-1)P(APb), = Z(z)( 1)¥p™* = b™(1 - b)P. 1l en résulte que si b € ]0,1[ la
suite (b") est complétement monotone. k=0

Question 5.

a) Puisque w est a valeurs positives, on a pour tout n € N et ¢t € [0,1], ¢l

Uy < Uy. La suite (u,,) est décroissante.

w(t) < t"w(t) ce qui donne en intégrant :

De plus, w est continue sur le segment [0, 1] donc bornée : en notant M sa borne supérieureona 0 < u,, < MJ t"dt =
donc limu,, = 0.

On peut donc appliquer le critére spécial relatif aux séries alternée pour conclure : la série Z(—l)”un converge.

n n

1 1 1 n+
b) On calcule Z( )kuk—J w(t)Z( t) dt:f %dtﬂ—l)nﬁ) w(lt)thldt.

k= =0 0
1 n+1 I 1
)t t
Oro< j ( MJ. "l dt = et en passant a la limite : Z(—l)kuk = J- olt) dt.
0 — o 1+t

Question 6. D’apres la formule établie a la question 3 on a

p ) P - 1
(—1)P(APu),,:Z( 1) (k)un+k_L t"w Z( ) )<t dt—J; t"(1-tPw(t)dt =0

k=0

De plus, si on avait (=1)P(APu), = 0 ceci signifierait que pour tout ¢ €]0,1[, w(¢) = 0, ce qui n’est pas possible car w est
supposée non identiquement nulle. On peut conclure : la suite (u,,) est Completement monotone.
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Partie II. Transformée d’Euler

P
Question 7. D’aprés la formule établie a la question 3, (APu),, = Z(—l)p_k(i)”mk- Lorsque l'entier p est fix¢, il s’agit
k=0
d’une combinaison linéaire finie de suites qui toutes tendent vers 0 (en effet, Z(—l)”un converge donc limu,, = 0), donc
lim (APu), = 0.

n—+oo

Question 8. Considérons un réel € > 0; par hypothese il existe un rang N a partir duquel |r| < e. Ainsi, pour tout p > N,

1 % p 1 = N-1 1 p c P p N-1 1 P
|2_p;(k)rk|<2_p,;( )lrk|+_ _N( ) Z_(k)|rk|+2_pk_0(k):Zz_p(k)lrk|+€

k=0 k=0

Op+1

1 o 1
Pour k € [0,N — 1] fixé, considérons la suite ap = _(p) On calcule AR, pt donc lim

1
=~ <1etdapre
2v \k o«  2p+1-k) e a, 2 O APEE

le critére de d’Alembert, lim ap = 0.

N-1 p
1 1
Ceci montre que I—IHIw kg_o 2—p(§)|rk| = 0. Il existe donc un rang N’ > N a partir duquel 'Z_P kg_o (i)rk’ < 2¢, ce qui prouve

(_1)k+1

2k+1

(=1 (=P

S5 (BFu),.

(APu)y, =, —

Question 9. Soit p € IN. Par télescopage, Z(( o D (Ak )i — (Ak“u)n) =(A%), -
k=0

(1) (1) Ly .
Il s’agit donc de montrer que lim T(Ap u), = 0. Or d’apres la question 3, 7 (APu), = > Z un+k et puisque

pA)OO

la série > (=1)"u,, converge la suite (u,) tend vers 0. Ainsi, a n fixé, klim (-1 )kun+k =0. On peut donc appliquer la question
—+00
(=1)F

. 3 P —
8 et conclure : plililm 2 (APu), =0.

Question 10.
a) On a AP*1y = A(APu) donc (AP u), = (APu),.1 — (APu),. Ainsi, 2(APu), + (AP u), = (APu), + (AP11), 1.
b) Soit NeIN.On a:

N N N
1 —1)ptl 1)P p
Y (G @, - e, ) = Y Cap(aari, + ) = Y (@t a0
n=0 n=0 n=0
N N
Par télescopage, Z(—l)"((Apu)n + (AP u) ) = Z((—l)”(APu)n —(=1)"Y(APu),4 ) = (APu)g— (~1)NTL(APU) N, -
n=0 n=0
Or d’apreés la question 7, lim (APu)n,1 = 0 donc en faisant tendre N vers +oco on obtient bien :
—+00

5 (S ara, - L areta, ) = L arg

2P 2p+1 2p+l

Question 11.

a) Sachant qu'une somme finie de séries convergentes est convergente, la question précédente permet d’écrire :

I W TN (- ATORRC P

2p
k=0 p=0
+00 +00
—1)P —1)ptl
La question 9 nous permet en outre d’écrire : S = Z(—l)k Z(( 2p) (APu) - ( 2p)+1 (AP ), )
k=0 p=0
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+00 +00
. (=P (-1)p*!
Ainsi, S—-E,, = Z(—l)k Z ( 5 (APu); - W(Apﬂu)k),
k=0 p=n+1
L s . . (=1)P ,
Nous avons déja montré a la question 9 que 11111 T(Apu)k = 0 donc par télescopage
p% (o9

& ((=1)P _1)p+l _1)m+l
Zl(( 21p) (APu); — ( 21p)+1 (Ap+1u)k) — ( 21n)+1 (A'Hlu)k -0
p=n+

I (_1)k+n+1
etS-E, = Zw(Anﬂu)k. En appliquant la formule de la question 3, il vient enfin :

k=0
1 +00 n+1 nal 1 n+1 nal +00 1 n+l N4l +00
_ _ _1\k _1\P _ - _1\k+p _ - _1)k
S<B= g ) () (" P = i ) (")) 0 = i) ("))
k=0 p=0 p=0 k=0 p=0 k=p
+00
b) 1l s’agit maintenant de faire tendre n vers +oco. Pour se faire, on pose r, = Z(—l)kuk. S’agissant du reste d’une série
k=p
convergente ona lim r, =0 donc on peut appliquer la question 8 et conclure: lim S—E, =0, ce qui prouve que la suite
p—+oo n—+00
+00
_1)P
(E,;) converge et donc que S = Z (2p+)1 (APu)g.
p=0

Question 12.
1 1 +00 k
1 dt -1
a) Appliquons la question 5 a la fonction w:¢t+—1.On a u, = J(; ttdt = — et J; T27° In2 doncln2 = kE_O (1 +)k .

400 k 400
-1 —-1)P
b) Appliquons maintenant le résultat établi dans cette partie : > (1 +)k = > (2p+)1 (APu)g.
k=0 p=0

Il reste a appliquer la formule de la question 3 :

=P\, N (P\EDE L N (ptl
(—1)p(AP”)0:Z(k)(—1) uk:Z(k)kH =Y (k+1)

+00
1
et ainsi, In2 = Z—
’ p+1
=0 2Pt (p+1)
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