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Corrigé : polynômes de Tchebychev orthogonaux

Première partie

Question 1. Montrons par récurrence sur n ∈ N
∗ que Tn est de degré n, a même parité que n (autrement dit que

Tn(−X) = (−1)nTn(X)), et son coefficient dominant vaut 2n−1.

– C’est clair si n = 1 ou n = 2, car T1 = X et T2 = 2X2 − 1.

– Si n > 3, supposons le résultat acquis aux rangs n− 1 et n− 2. Alors :

– deg XTn−1 = n et deg Tn−2 = n− 2, donc deg Tn = n ;

– par hypothèse de récurrence, Tn−1(−X) = (−1)n−1Tn−1(X) et Tn−2(−X) = (−1)n−2Tn−2(X), donc :

Tn(−X) = 2(−X)Tn−1(−X)−Tn−2(−X) = 2X(−1)nTn−1(X)− (−1)nTn−2(X) = (−1)nTn(X)

– enfin, le coefficient dominant de XTn−1 est égal à 2n−1 ; c’est donc aussi celui de Tn.

La récurrence se propage.

Question 2. Montrons par récurrence sur n ∈N que pour tout θ ∈R, Tn(cosθ) = cosnθ.

– C’est clair si n = 0 ou n = 1.

– Si n > 2, supposons le résultat acquis aux rangs n− 1 et n− 2. Dans ces conditions :

∀θ ∈R, Tn(cosθ) = 2cosθ cos(n− 1)θ − cos(n− 2)θ = cosnθ (car cosa+ cosb = 2cos
a+ b

2
cos

a− b
2

)

La récurrence se propage.

Question 3. Posons xk = cos
(2k + 1)π

2n
pour n ∈ N

∗ et k ∈ ~0,n − 1�. Alors Tn(xk) = 0, et x0, . . . ,xn−1 sont des racines

distinctes de Tn. Étant de degré n, il n’en possède pas d’autres, et ces racines sont toutes simples.

Question 4. La fonction f est continue sur le segment [−1,1], donc bornée. Ainsi,

∀t ∈ ]−1,1[ ,
∣∣∣∣ f (t)
√

1− t2

∣∣∣∣ 6 ‖f ‖∞√
1− t2

.

Cette dernière fonction est intégrable sur ]−1,1[ car
∫ b

a

dt
√

1− t2
= arcsinb − arcsina −→

a→−1
b→1

π ; on en déduit l’intégrabilité de

t 7→
f (t)
√

1− t2
sur ]−1,1[.

Question 5. La linéarité, la symétrie, et la positivité de 〈· | ·〉 sont évidentes. Considérons f ∈ E tel que 〈f | f 〉 = 0, soit :∫ 1

−1

f (t)2
√

1− t2
dt = 0. La fonction f étant continue on en déduit que pour tout t ∈ ]−1,1[, f (t) = 0, égalité que l’on prolonge

sur [−1,1] par continuité.

Question 6. Effectuons le changement de variable t = cosθ. Alors :

〈Tp | Tq〉 =
∫ π

0
Tp(cosθ)Tq(cosθ)dθ =

∫ π

0
cos(pθ)cos(qθ)dθ =

1
2

∫ π

0

(
cos(p+ q)θ + cos(p − q)θ

)
dθ

– Si p , q, alors p+ q , 0 et p − q , 0, donc 〈Tp | Tq〉 =
1
2

[
sin(p+ q)θ

p+ q
+

sin(p − q)θ
p − q

]π
0

= 0.

– Si p = q , 0, alors p+ q , 0, et 〈Tp | Tq〉 =
1
2

[
sin(p+ q)θ

p+ q
+θ

]π
0

=
π

2
.

– Si p = q = 0, alors 〈T0 | T0〉 =
∫ π

0
dθ = π.
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Question 7. Le procédé de Schmidt appliqué à la base canonique (Xn)n∈N montre l’existence d’une unique famille
orthonormée (Qn)n∈N vérifiant :

(i) ∀n ∈N, Vect(1,X, . . . ,Xn) = Vect(Q0,Q1, . . . ,Qn) ;

(ii) ∀n ∈N, 〈Xn | Qn〉 > 0.

La condition (i) implique immédiatement par récurrence que pour tout n ∈N, deg Qn = n. On notera en outre que pour
tout n > 1, Qn est orthogonal à Vect(Q0, . . . ,Qn−1) = Rn−1[X].
Désignons par αn le coefficient dominant de Qn. On a (Qn −αnXn) ∈Rn−1[X] donc 〈Qn | Qn −αnXn〉 = 0, ce qui montre que
αn〈Xn | Qn〉 = ‖Qn‖2 > 0 et donc que αn > 0.

On en déduit (de par l’unicité de la suite (Qn)) : ∀n ∈N,
Tn
‖Tn‖

= Qn et
Pn
‖Pn‖

= Qn. Pour tout n ∈N, il existe donc λn > 0 tel

que Pn = λnTn, et la considération du coefficient dominant donne P0 = T0 et Pn =
1

2n−1 Tn pour n > 1.

Deuxième partie

Question 8. (T0,T1, . . . ,Tn) étant une base de Rn[X], tout polynôme Q de Rn[X] s’écrit de manière unique sous la forme :

Q =
n∑

j=0

ajTj . Alors 〈Q | Tk〉 =
n∑

j=0

aj〈Tj | Tk〉 = aj〈Tk | Tk〉, donc ak = ck(Q), et Q =
n∑

k=0

ck(Q)Tk = Pn(Q).

Question 9. On constate que pour tout k ∈ ~0,n�, 〈Pn(f ) | Tk〉 = ck(f )〈Tk | Tk〉 = 〈f | Tn〉, soit : ∀k ∈ ~0,n�, 〈f −Pn(f ) | Tk〉 = 0.
(T0, . . . ,Tn) étant une base de Rn[X], f − Pn(f ) est donc orthogonal à ce sous-espace vectoriel ; Pn(f ) est la projection
orthogonale de f sur Rn[X]. f − Pn(f ) ∈Rn[X]⊥ et Pn(f )−Q ∈Rn[X] donc 〈f − Pn(f ) | Pn(f )−Q〉 = 0 et d’après le théorème
de Pythagore,

‖f −Q‖2 = ‖f − Pn(f ) + Pn(f )−Q‖2 = ‖f − Pn(f )‖2 + ‖Pn(f )−Q‖2.

Ainsi, ‖f − Pn(f )‖ 6 ‖f −Q‖, avec égalité si et seulement si Q = Pn(f ).

Question 10. Soit ε > 0. Il existe une suite de polynômes qui converge uniformément vers f sur [−1,1] donc parmi eux
se trouvent des polynômes vérifiant : ‖f −Q‖∞ 6 ε. Considérons en un, et notons N son degré.

Alors : ‖f − PN(f )‖ 6 ‖f −Q‖ =
∣∣∣∣∣∫ 1

−1

f (t)−Q(t)
√

1− t2
dt

∣∣∣∣∣ 6 ∫ 1

−1

‖f −Q‖∞√
1− t2

= π‖f −Q‖∞ 6 πε.

Par ailleurs, nous avons pour tout n ∈N∗ : Pn−1(f ) ∈ Rn[X] donc ‖f − Pn(f )‖ 6 ‖f − Pn−1(f )‖ ; la suite
(
‖f − Pn(f )‖

)
n∈N

est
décroissante, et donc : ∀n > N, ‖f − Pn(f )‖ 6 πε.
Si on récapitule, on a montré que :

∀ε > 0, ∃N ∈N
∣∣∣ n > N =⇒ ‖f − Pn(f )‖ 6 πε ;

ce qui signifie que la suite
(
‖f − Pn(f )‖

)
n∈N

converge vers 0.

Question 11. D’après le théorème de Pythagore, ‖f ‖2 = ‖Pn(f )‖2 + ‖f − Pn(f )‖2, donc, puisque lim
+∞
‖f − Pn(f )‖ = 0, on a

bien : lim
+∞
‖Pn(f )‖2 = ‖f ‖2.

La famille (Tn) étant orthogonale, on a : ‖Pn(f )‖2 =
n∑

k=0

ck(f )2‖Tk‖2 = πc0(f )2 +
π

2

n∑
k=1

ck(f )2.

On en déduit que la série
∑

ck(f )2 converge, et en passant à la limite :

2c0(f )2 +
+∞∑
k=1

ck(f )2 =
2
π
‖f ‖2 =

2
π

∫ 1

−1

f (t)2
√

1− t2
dt

Question 12. Pour tout n ∈N,

〈f | Tn〉 =
∫ 1

−1

f (t)Tn(t)
√

1− t2
dt =

∫ π

0
f (cosθ)cos(nθ)dθ =

∫ π

0
sinθ cos(nθ)dθ =

1
2

∫ π

0

(
sin(n+ 1)θ − sin(n− 1)θ

)
dθ,

donc 〈f | Tn〉 =
1
2

[
1

n− 1
cos(n− 1)θ − 1

n+ 1
cos(n+ 1)θ

]π
0

= −
(1 + (−1)n

n2 − 1

)
si n , 1, et 〈f | T1〉 = 0.
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Ainsi, pour tout entier p ∈N∗, c2p(f ) =
−4

π(4p2 − 1)
, c2p−1(f ) = 0 et c0(f ) =

2
π

.

Par ailleurs,
2
π

∫ 1

−1

f (t)2
√

1− t2
dt =

2
π

∫ π

0
sin2θdθ = 1, et la formule de la question 11 donne :

8
π2 +

+∞∑
p=1

16
π2(4p2 − 1)2 = 1 ⇐⇒

+∞∑
p=1

1
(4p2 − 1)2 =

π2

16
− 1

2
.

Troisième partie

Question 13. Considérons les polynômes d’interpolation de Lagrange L0, . . . ,Ln aux points x0, . . . ,xn. On sait que pour

tout polynôme P de Rn[X], P =
n∑

k=0

P(xk)Lk , donc
∫ 1

−1

P(t)
√

1− t2
dt =

n∑
k=0

λkP(xk), avec λk =
∫ 1

−1

Lk(t)
√

1− t2
dt.

L’unicité se justifie en appliquant cette égalité avec P = Lk , qui fournit la valeur de λk .

Question 14. Si P ∈R2n+1[X], effectuons la division euclidienne de P par Tn+1 : P = QTn+1 +R, avec deg R 6 n et deg Q 6 n.
On a d’une part :∫ 1

−1

P(t)
√

1− t2
dt = 〈Q | Tn+1〉+

∫ 1

−1

R(t)
√

1− t2
dt =

∫ 1

−1

R(t)
√

1− t2
dt car Tn+1 ∈ Vect(T0, . . . ,Tn)⊥ = Rn[X]⊥

et d’autre part :
n∑

k=0

λkP(xk) =
n∑

k=0

λkR(xk) car Tn+1(xk) = 0.

La formule (1) étant vraie pour le polynôme R, ces égalités montrent qu’elle reste vraie pour le polynôme P.

Question 15. Sachant que Tn+1 = 2n
(∏
j,k

(xk − xj )
)
(X − xk)Lk = T′n+1(xk)(X − xk)Lk , on en déduit :

∀t ∈R \ {xk}, Lk(t) =
Tn+1(t)

T′n+1(xk)(t − xk)
,

cette égalité se prolongeant par continuité en xk . Ainsi, λk =
∫ 1

−1

Tn+1(t)
T′n+1(xk)(t − xk)

dt
√

1− t2
.

Question 16. Au voisinage de θk , on a cosθ − cosθk ∼
θk

(θk −θ)sinθk et cos(jθ)− cos(jθk) ∼
θk

j(θk −θ)sin(jθk), donc :

lim
θ→θk

cos(jθ)− cos(jθk)
cosθ cosθk

= j.

αj apparaît donc comme l’intégrale d’une fonction prolongeable par continuité sur l’intervalle [0,π], et est en conséquence
bien défini.
L’égalité : cos(j + 1)φ+ cos(j − 1)φ = 2cos(jφ)cosφ conduit à :

αj+1 − 2(cosθk)αj +αj−1 =
∫ π

0
2cos(jθ)dθ = 0.

Question 17. La suite (αn) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont le polynôme caractéristique est :
X2 − 2cos(θk)X + 1 = (X − eiθk )(X − e−iθk ). Il existe donc (λ,µ) ∈R2 tel que :

∀j ∈N, αj = λcos(jθk) + µsin(jθk).

Sachant que α0 = 0 et α1 = π, on trouve : λ = 0 et µ =
π

sinθk
. Ainsi, αn+1 = π

sin(n+ 1)θk
sinθk

.

Par ailleurs, le changement de variable t = cosθ dans l’égalité de la question 15 donne :

λk =
1

T′n+1(cosθk)

∫ π

0

cos(n+ 1)θ
cosθ − cosθk

dθ =
1

T′n+1(cosθk)

∫ π

0

cos(n+ 1)θ − cos(n+ 1)θk
cosθ − cosθk

dθ
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(car cos(n+ 1)θk = Tn+1(cosθk) = Tn+1(xk) = 0). Ainsi, λk =
αn+1

T′n+1(cosθk)
.

La dérivation de l’égalité : Tn+1(cosθ) = cos(n+ 1)θ apporte : T′n+1(cosθ) = (n+ 1)
sin(n+ 1)θ

sinθ
, puis :

∀k ∈ ~0,n�, λk =
π

n+ 1
.

Ainsi, on a démontré : ∀P ∈R2n+1[X],
∫ 1

−1

P(t)
√

1− t2
dt =

π

n+ 1

n∑
k=0

P(xk).
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