CORRIGE : PSEUDO-INVERSE D'UNE MATRICE

Préliminaires

Question 1. Soit P € G£,,(R). Montrons que P! estun pseudo-inverse de P :
pp-'p=p, P'pP'=pP"', PlP=I=pPP!
Question 2. Notons U un pseudo-inverse de A et montrons que P~ UP est un pseudo-inverse de P~' AP :

(PLAP)(P'UP)(P~!AP) = P"'AUAP = P~'AP
(P~up)(P!AP)(P~lUP) = P !UAUP = P~lUP
(P~'UP)(P'AP) =P 'UAP = P'AUP = (P! AP)(P~'UP)

Partie I. Etude d’un exemple

x
y
z
On a Ker f # {0g} donc la matrice A n’est pas inversible, et d’apres le théoreme du rang, rg A = 2.

Question 3. Posons X =

X=-
.Onrésout AX =0 < { y donc Ker f = {(t,—t,t) eR? | te ]R} = Vect(1,-1,1).
z2=-y

. On calcule detP = -4 = 0 donc C

01 1
Question 4. La matrice de la famille C dans la base canonique B vaut P = [1 2 -1
est une base de R’ 2 3 1

On constate que f(e3) = fi et f(e;) = f, donc f; et f, appartiennent a Im f.
Sachant que (fi, f,) est libre et que dim(Im f) = 2 on en déduit que (fj, f,) est une base de Im f.

Question 5. Imf = Vect(f;, f») et Ker f = Vect(f;) et sachant que (fi, f», f3) est une base de R?, on en déduit que
R’ =Im f @Ker f.

-5 -1 3 350
Question 6. Oncalcule P! =—| 3 2 —1|puis (formule de changement de base) P'AP=[1 3 0|=A".
1 -2 1 0 00
. . . Lo 13 -5
Question 7. detA; =4 =0 donc A, est inversible. On calcule ensuite A]" = il 3 )
0 Lo 0 .o 0
On calcule par blocs A'U'A’ = Ao A g Ao AATAL g o] A g {2
0 ojo)Jto ofo /Lo 0]0O 00 |0 0 0[O0
Lo 0 L lo o Lo
Demeéme, UA'U = A1 [o | A o || A |o ArAIAT g A 1o |=u
0 ofoJto ofo)lo 0f0O 00 Jo 0 0[]0
Enfin,
1|0 0 -1 0 0 110 1 ]0 0
va=| M Jo || M fo |=] A Mo ]:[ k1o MAT T Ao || M o |=a
0 0/0)JLO 0]0 0010 0 00 0010 0 0fo)lo o0fo

On en déduit que U’ est un pseudo-inverse de A’.

Question 8. D’apreés la question 2, la matrice PU’P~! = U est un pseudo-inverse de PA’P™! = A.

I,
0 0

0
Question 9. On a vu que U'A’ = 0 | = Mat¢(p) donc p est la projection vectorielle sur Vect(fi, f,) = Imf,
0

parallelement a Vect(f3) = Ker f.
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Partie II. Unicité du pseudo-inverse

Question 10. On calcule AUAU’ = (AUA)U’ = AU’ mais aussi AUAU’ = (AU)(AU’) = (UA)(U’A) = U(AU’A) = UA donc
AU’ = UA.

Mais alors U’ = U’AU’ = (U’A)U’ = (AU’)U’ = (UA)U’ = U(UA) = U(AU) = U donc U = U’. Ainsi, le pseudo-inverse, s’il
existe, est unique.

Partie III. Condition d’existence du pseudo-inverse

Question 11. (AU)? = A(UAU) = AU donc (fo g)2 = f 0 g. On en déduit que f o g est une projection vectorielle.

Question 12. Soit x € R> et X = Mat g(x). Si x € Ker f alors AX = 0. Mais (AU)X = (UA)X = U(AX) = 0, donc x € Ker(f og).
Ainsi, Ker f ¢ Ker(f o g).

Réciproquement si x € Ker(f o g) alors AUX = 0. Mais AX = (AUA)X = A(UA)X = A(AU)X = A(AUX) =0, donc x e Ker f.
Ainsi, Ker(f o g) C Ker f, puis Ker(f og) =Ker f.

Soit maintenant y € Im f, et Y = Matg(p) : il existe x € R? tel que p = f(x), soit Y = AX.

On aalors Y = (AUA)X = AU(AX) donc y € Im(f o g).

Réciproquement, si v € Im(f o g alors il existe x8 R> tel que u = f o g(x) = f(g(x)) doncyelmf.

Tout ceci montre que Im f =Im(f o g).

Sachant que f o g est une projection vectorielle, on a R® = Im(f o g) @ Ker(f o g) et donc d’aprés ce qui précéde, R> =
Im f ®Ker f et Im f et Ker f sont bien supplémentaires dans R>.

Question 13. SiKer f = {0} alors f et donc A est inversible, et d’aprés la question 1, A possede un pseudo-inverse, la

matrice A™'.
SiImf = {0} alors f = 0 et donc A =0, et il est facile de constater que A possede un pseudo inverse, la matrice nulle
elle-méme.

Question 14. On a toujours Im(f2) C Im f, ce qui montre que Im f est stable par f. Lendomorphisme fest donc bien
défini.

On a Ker f = Ker f NIm f = {0} puisque Ker f et Im f sont supposés supplémentaires. Ceci montre que f est injectif, et
donc bijectif s’agissant d’'un endomorphisme en dimension finie.

Question 15. Considérons une base C adaptée a la décomposition E=Im f @Ker f : C" = (fi,..., f,) est une base de Im f
et (fri1,.-., fy) une base de Ker f.

. A = = .
Puisque Im f est stable par f, Mate(f) = (Tl‘%) avec A; =Matg/(f), et sachant que f est un automorphisme, A est
une matrice inversible de G£,(IR).
A |O
O |0
A’U"=U’A’ donc A’ posséde un pseudo-inverse, et d’apres la question 2, il en est de méme de A.

Question 16. Posons U’ = ( ) Il est facile de vérifier par un calcul par blocs que A'U’A" = A’, U'A’U" = U’ et
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