CORRIGE : FONCTIONS D'ENDOMORPHISMES (MINEs PSI 2012 — EXTRAIT)

I Fonctions d’endomorphismes symétriques

1. Soit Ty, T, € S;,. Pour tout x,y € R”, ((T; + To)x | v) =(Tyx | p) +(Tox | v) = (x| Typ) + (x| Try) = (x| (T; + T)y) donc
T] + T2 S Sn'

2. Soit A € 6(T) une valeur propre de T, et x € R", x = 0 tel que Tx = Ax. Alors Qr(x) = A donc Qr atteint chacune des
valeurs propres de T, et en particulier m(T) et M(T).

3. Soit (e) une base orthonormée formée de vecteurs propres de T. On pose Tey = Agey.

Zkk(ek | x)? donc

Pour tout x € R”, x 2 0 on a Qp(x

" ||2
1 n
Q ”x||2 ZM <€k |X>2 ( ) et Q(T) > W ;m(Txek |x>2 — m(T)

Ainsi, m(T) < Qr(x) < M(T). Compte tenu de la question 2. on en déduit que m(T) = migl Qr(x) et M(T) = max Qr(x).
X# X#

4. Soit T € S,,. Puisque m(T) = migl Qr(x)onaTeS, < m(T)>0etTeS,;" < m(T)>0.
X+

Mais m(T) est la plus petite des valeurs propres de Tdonc T€ S, < o(T)CR et TeS,)* < o(T)CcR™.

5. Considérons une base orthonormée (¢) formée de vecteurs propres de T, et notons Te, = Arex. La condition (3) impose
Uer = f(Mg)ex, ce qui assure déja I'unicité de U (deux endomorphismes qui coincident sur une base sont égaux).
Réciproquement, considérons I'endomorphisme U défini par Uey = f(\)ex, et montrons que U vérifie la condition (3).
Soit A € o(T), et (e;,, ..., ;) une base de Ker(T — Al). On a alors A;, =---=A; = A donc la restriction de U a Ker(T — AI) est
bien I’homothétie de rapport f ().

Enfin, puisque U est diagonalisable dans une base orthonormeée, il s’agit bien d’un endomorphisme symétrique : U € S,,.

k
6. Posons U = Zochj. Pour tout A € 6(T), pour tout y € Ker(T—-AI), Ty = Ay donc Tj(y) = M et ainsi Uy = Z)Jy =p(A)y.
=0 =0
D’aprés 'unicité démontrée a la question 5., on en déduit que U = p(T).

7. Nous allons montrer que la réponse a cette question est négative.

Notons Ay,..., A les valeurs propres distinctes de T. Celles-ci sont en nombre fini donc il existe un (unique) polynéme p
de degré inférieur ou égal a k — 1 tel que pour tout i € [1,k]], p(A;) = f(X;) : le polyndme d’interpolation de Lagrange. On a
alors f(T)=p(T), et d’apres la question précédente, cet endomorphisme est un polynéme en T.

8. La question 5. a montré que U = f(T) se diagonalise sur une méme base (orthonormée) que T, donc U et T possédent
les mémes vecteurs propres, et les valeurs propres de U sont les valeurs distinctes de f(A) pour A € o(T).

9. Pour tout A € 6(T), pour tout y € Ker(T — Al), g(T)y = g(A)y € Ker(T — AI) donc f(T)g(T)y = f =(fg)(M)y. Les
endomorphismes f(T)o g(T) et (fg)(T) coincident sur les sous-espaces propres de T donc sont egaux

10. Considérons les fonctions i : t > t et u : t — 1. D’apres la question précédente, f(S) o i(S) = u(S). Or de maniere
évidente i(S) =S et u(S) = I donc f(S) oS =1, ce qui prouve que f(S) =S

11. La fonction f est définie sur R" et 6(S) C R* donc f(S) = VS est bien défini. D’aprés la question 9, f(S)> =i(S)=$
(la fonction i est définie a la question précédente). On a donc bien (\/§)2 =S.

Considérons maintenant C € S, vérifiant C2 =S. On a CS = C° = SC donc C et S commutent. Les sous- espaces propres de
S sont donc stables par C. Mais il s’agit ici de droites vectorielles puisque les valeurs propres sont supposées simples !,
donc ces droites sont engendrées par des vecteurs qui sont propres pour C. Ainsi, toute base orthonormeée (e) formée de
vecteurs propres de S est aussi formée de vecteurs propres de C.

Sion pose Se; = Aje; et Ce; = pje;, ona C? = S'si et seulement si pour tout i € [[1,n], ptiz = A;, ce qui donne une seule solution

dans S (4 savoir VS) et :

1. Notons que cette hypothése n’est pas indispensable, méme si elle simplifie le raisonnement. Nous avons démontré en cours que deux endomor-
phismes symétriques qui commutent se diagonalisent sur une méme base.
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- 2" dans S, si 0 nest pas valeur propre de S (car tout nombre strictement positif posséde deux racines carrées);

- 2" ! dans S,, si 0 est valeur propre simple de S (car 0 ne posséde qu’une racine carrée).

II Relation d’ordre sur S,

12. Soient Ty, T, et T3 dans S,,.
e OnaT —T; =0€S; donc T; < Tj; la relation est réflexive.

e SiTy<T,etT,<Tjonac(T,-T;)CR" et 6(T; = T,) C R*. Or les valeurs propres de T; — T, sont les opposés des valeurs
propres de T, — T, donc nécessairement o(T, — T;) = {0}, et puisque T, — T} est diagonalisable (car élément de S;;) on a
T, — Ty = 0. La relation est antisymétrique.

e SiTy < T, et T, <T;onapourtout x =0, {(Ts—Tp)x|x)>0et (T, —Ty)x|x) >0 donc
(T3 =Ty)x |x) =((Ts - Tp)x [ x) + (T, = Ty)x | x} > 0

ce qui prouve que T; < T;. La relation est réflexive.
La relation n’est en revanche pas totale si n > 2, puisque si T est un endomorphisme symétrique ayant une valeur propre
strictement positive et une valeur propre strictement négative on ani 0 < T, ni T < 0 donc 0 et T ne sont pas comparables.

13. Notons que par définition de S, on a T; < T, si et seulement si pour tout x € R”, (T; x | x) <(Tpx | x).
Puisque U est symétrique, (UT; Ux | x) = (T; Ux | Ux) < (T,Ux | Ux) = (UT,Ux | x) donc Uo T o UK Uo T, 0 U.

14. Comme nous y invite I’énoncé, considérons les deux endomorphismes T; et T, canoniquement associés aux matrices

Ml et Mz.
Onao(Ty)={0,2} CR" et 6(T,) = {3 _2\/5, & +2\/§} C R" donc on peut définir f(T;) et f(T,) (puisque f est définie sur R).

OnaG(TQ—Tl):G(Mz—Ml):{0,1}C]R+ donc T2>T1~

3 1 3-vV13 3+v13
1 0 2 72

deux valeurs propres sont de signes opposés donc T? et T} ne sont pas comparables. Ainsi, f(t) = t> n’est pas un opérateur
croissant.

On a 0(T22 - T12) = G(Mg - Mf) (d’apres la question 6.) avec M% - M% = ( ) donc 0(T22 - T12) = { } Les

172 est la composée (commutative) des fonctions ¢ > 1/t et ¢ — Vt donc d’aprés la question 9. on

15. Lafonction t -t~
aU= T{l/z = (Tzl/z)_l. De plus, cet endomorphismes est diagonalisable sur une méme base orthonormée que T, donc
commute avec T,. Ainsi, UoT,oU=T, 0 U?= T 0 T{l =L
D’apres la question 13. on en déduit que Uo T; o U <1, ce qui prouve que 6(Uo T; o U) C |-o0, 1].

Par ailleurs, pour tout x = 0, (UT; Ux | x) = (T; Ux | Ux) > 0 car T; € S;;* donc 6(U o T; o U) C ]0, +o0].

En définitive on a donc 6(U o T; 0 U) € ]0,1], d'oti s(U™ o T 0o U™) C [1, +00], ce qui prouve que U™ o T,
en utilisant la question 13., que T;' > UoloU=U?=T,".

Nous avons donc prouvé que T; < T, = ~T; ' < -T, !, autrement dit que f(t) = —1/t définit un opérateur croissant.

ToUl>1 puis,

16. Soit A € G(T21/2 - Tll_z), et x = 0 tel que (Tzl/2 - Tll/z)x = Ax. En composant a gauche par T21/2 + Tll/2 on obtient
1/2 _pl/2 _pl/2 pl/2y 1/2 , 11/2
(T = Ty)x+ (T2 o T2 = TV2 0 T}/2)x = MTY2 + T)?)x.
Observons maintenant que (Tll/2 o Tzl/zx | x) = (Tzl/zx | Tll/zx) =(x| Tzl/2 o Tll/zx) donc ((Tll/2 o Tzl/2 - Tzl/2 o Tll/z)x | x)=0.
On a donc )\((Tzl/2 + Tll/z)x [x)={((T,-Ty)x|x)>0car T, > Tj.
Par ailleurs on a (T21/2x |x)=0et (Tll/zx | x) >0 car Tzl/2 et Tll/2 sont dans S, donc nécessairement A > 0.
Ceci prouve que G(Tzl/2 - Tllfz) C R* et donc que Tzl/2 > Tll/2 : 1a fonction f(t) = Vt est un opérateur croissant.
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