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CORRIGE : AUTOUR DU NOYAU DE PoissoN (Mines PC 2009)

1 — Question préliminaire
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du converge si et seulement si x > 0.
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du converge si et seulement si x < 1.
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Si 0 < x <1 les deux intégrales convergent donc leur somme j SRV du aussi.
0 u

Si x <0ou x> 11'une de ces deux intégrales converge et l’autre diverge donc leur somme diverge.

2 — Une identité intégrale
2> f est développable en série entiére sur [0,y] donc I'application v — f(yv) est continue sur [0, 1] et bornée : il existe
M, > 0 tel que pour tout v € [0,1], [f(yv)| < M,.

M 1
Ainsi, "7 f(yv)| < 1,1_i etv > o est intégrable sur ]0,1] donc v > v*! f(yv) aussi.

31> Posons (a x > 0 fixé) g(v,v) = v*! f(yv)dv et appliquons le théoréme de continuité des intégrales a paramétre :

— pour tout v € |0, 1], 'application y > g(y,v) est continue;

— soit & < 1; f est continue (car développable en série entiére) sur [0,a] donc bornée : ainsi, pour tout v € ]0,1],
lg(v,v)| < v*71 lfllco,[0,a] = ¢(v). La fonction ¢ est intégrable sur ]0,1] donc le théoreme de continuité des intégrales a
parametre s’applique : la fonction y +— S[f](x, p) est continue sur [0, a] puis par recouvrement sur [0,1].

1 too
4> OnaS[f](xp)= J Zany”v"_”” dv. Nous allons appliquer le théoreme d’interversion somme / intégrale; pour
0 =

cela on pose a x>0 et p € [0, 1] fixés, u,(v) = a,p"v "1+,

— la série de fonctions > u,, converge simplement vers la fonction v - v*"! f(yv);

1 n n 1
— on calcule j lu, (v)|dv = |ay,| Y .On a |a,| Y =  Ofla,ly™). La série Zlan|y” converge donc ZI lu,, (v)|dv
0 o0 0

X+n X+n n—+
aussi.
+00 a
Le théore ‘appli ,Y) = Ty,
e théoreme s’applique donc, et S[f](x,v) nZ_O’ o
1 1 t=1 —1)"si 1
5 J cos(m(n+ x)t)dt = [M] = M donc I,,(x) = .
0 (n+x) li=o (1 + X) n+x
T 1 oo

6> Nous avons ici J[f](x, ) = = Z(—l)"any” cos(mt(n + x)t)dt et il s’agit de nouveau d’intervertir somme et
sin(mx) J, —

intégrale. Pour x € F et p € [0, 1] fixés, on pose u,(v) = (-1)"a,y" cos(t(n + x)t).

Sur l'intervalle [0,1] on a ||u,|le < |a,ly” et Z|un|y" converge donc la convergence de Zun est normale sur le segment

[0,1], a fortiori uniforme. On peut appliquer cette fois le théoréme d’interversion des séries de fonctions pour obtenir :

+00 +00
— n _ un n ) N . s s
I fl(xp) = ;any I,(x)= ; o ny d’apres la question précédente.

Compte tenu du résultat obtenu a la question 4, on a prouvé que J[f](x,y) = S[f](x,y) pour x € F et y € [0, 1].
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7 > g est bien développable en série entiére sur [0,1[: g(x) = ) (-1)"x" donc pour tout z €D, §(z) = Z(—l)”z” =T2s
n=0 n=0
1 imxt 1 z'r(xt —imt
Ainsi, J[g](x,v) = n f Rz(e—,)dt j Re( ye ,) )dt
sin(Tx) 1-ye™ sin(mx) J, 1 —ycos( Tct )% + y?sin(mtt)?
o J‘l cos(mxt) —ycos(m(1 —x)t )dt
~ sin(nx) J, y2 —2ycos(mt)+1 '
T L cos(m(1 —x)t) —ycos(mxt)
De méme, J[g|(1 —x,v) = — f dt. En sommant on obtient :
sin(mx) Jo y2 —2ycos(mt)+1
(1 -v) (! cos(m(l - x)t) + cos(mxt
Clel(xy) = ——2 f (2( Jreostmit) gy
sin(mtx) Jg y? —2ycos(mt)+1
3 — Noyau de Poisson
8 > On multiplie par 'expression conjuguée du dénominateur :
1+ye1i“t _ (1+yei“t)(1‘—ye”’“t) _ 1—21'3.)sin(11t).—;u2 onc Rz(1+3.)e’:’”)= 1-y? _P(t,y)
1-yei™ |1 —ypein|? (1 —ycos(mt))? + sin(mt)? 1-yei™ /] 1-2ycos(mnt)+yp?

1 1 ha )
9> Pourt€[0,1]fixé, la fonction y > m est développable en série entiére sur [0, 1], et m = Zyn eimnt )
n est donc de méme de la fonction '_)1+yei"r[t 1+yez'r<t inmnt Zn+1 in(n+1)t _1+Zannt

en est donc de méme de la fonction y = yert’ lye”” e e
=0

D’apreés la question précédente, y — P(t,y) est développable en série entiere sur [0,1[, et P(t,p) =1+ 2 Zy cos(munt).

n=1

10> Posonsay € [0,1] fixé u,(t) =" cos(mnt). Sur [0,1] on a |Ju,|l, = y" donc la série ) u, converge normalement, et
donc uniformément, sur [0, 1]. D’apres le théoréeme d’interversion somme / intégrale relatif aux séries de fonctions, on a

J tydt—1+Zy"j cos(mnt)dt = 1.

11> Pour y € [0, 1] fixé la fonction ¢ — P(t,p) est positive et décroissante sur [0,1] donc

1 1
i P(t,y)¢(t)dt’<J P(L)9(1dE < Iolle(1l ~ 0)P(at )

Or lin% P(a, y) = 0 donc hmf (t,v)p(t)dt =
y—)

De méme,

[Trempmarl < sup 01 |f (t,y)dt < sup (¢ |f (t,)dt = sup [6(1).

te[0,a] te[0,a] te[0,a]

12> Posons d(p) = ’jl P(t,y)q)(t)dt—q)(O)’ = U-l P(t,y)(q)(t)—(i)(O))dt‘ d’apres la question 10.
0 0

¢ est continue en 0 donc pour tout € > 0 il existe « € ]0, 1] (t)- ¢(O)| < €. On écrit alors

1 o 1 1
6<y><f0 P(t,y>|q><t>—q><o>|dt<efo P(ny)dwf P(t,y>|¢<t>—q><o>|dt<e+f P(t,9)[p() ~ p(0)] dt = O(p).

D’apreés la question précédente appliquée a ¢ — ¢(0), lirr% O(y) = € donc il existe f € ]0,1[ tel que pour tout vy € [B,1],
y—)

0(v) < 2e. Nous avons donc prouvé 'existence pour tout € > 0 d’un réel p € 0, 1] tel que pour tout v € [B, 1], [8(v)| < 2¢, ce
1

qui prouve que lin} d(y) =0, et donc que hm P(t,y)d(t)dt = $(0).
= y—1
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4 — Application a un calcul d’intégrale

A . T
13> D’apresla question 7, C[g](x,v) = W(A(X,y) +A(1 —x,y)).

14> Pour x € ]0,1] fixé et d’aprés la question 12, lim A(x,y) = lim A(1 —x,y) = 1 donc lim C[g](x,y) = — .
p—1 y—1 y—1 sin(Tx)
L
15> D’apres la partie 2 nous avons C[g](x,y) = S[g](x,y) + S[g](1 —x,v) = f de; nous allons montrer que
0
lin} Clgl(x,v) =I(x) en appliquant le théoréeme de convergence dominée dans sa version continue. Pour ce faire, on note (a
y—)
¥l
€]0, 1] fixé ,V) = ————
¥el01[fxé) f3,0) =
x—1 —X
— Pour tout v € [0, 1], ;ig}f(y,v) = %;
x-1 -X
— Pour tout v € [0, 1], |[f(p,v)| < % = ¢(v).

La fonction ¢ est intégrable sur ]0,1] d’aprés la question 1 donc le théoreme de convergence dominée s’applique :

31}1_{1} Clgl(x,y) =I(x), et d’apres la question 14, I(x) = sin(mx)”
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