pour le vendredi 17 janvier 2025

RETOUR A L’ORIGINE D'UNE MARCHE ALEATOIRE (MiNEs PC 2016 —
EXTRAIT)

Durée : libre

1 — Préliminaire

1 <1 (2k
1> Montrer que, pour tout x € |-1,1], = Z_( k )xk.

2 — Marche aléatoire

On considére Q) = ZN" I’ensemble des suites indexées par IN* 4 valeurs dans Z.
Q — Z

w=(w,wy,...) FH— w;
On admet que l'on peut construire une tribu B et une mesure de probabilité IP sur (), de sorte que les X; soient des
variables aléatoires, indépendantes et de méme loi donnée par

On définit les applications coordonnées, pour tout i > 1, X; : (

P(X;=1)=P(X; =-1)= %

On définit la suite de variables aléatoires (S, n > 0) par

On définit enfin la variable aléatoire T par

Q — N =IN*U{+oo}
T: +00 siS,(w)=0,¥n>1
w
inf{n >1 | Sp(w) = 0} s’il existe n > 1 tel que S, (w) = 0.

Pour tout entier naturel n, on définit les événements :

E,,:{T>n}, pour n>1, AZ:{SH:O}, et pour k € {0,...,n—1}, AZ:{Skzo}n ﬂ{Si:tO}

Sp=2

an
U
>

Ficure 1 - Ici w commence par (1,1,-1,1,-1,-1,-1,1,1,-1). w appartient a Ag et Ag ainsi qu’a Al, Ag, . ..,A(S), AZ etc.
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21> Montrer pour tout 1 < k < n, pour tout (iy,...,i,_x) € {-1, 1}”_k,
P(Xpa1 =100 Xy = i) = P(Xy = i1, X = f)-
31> Montrer pour tout 1 <k <, pour tout (ji,...,j,_x) € Z" ¥ que

P(Ske1 =Sk =1+ Su =Sk = jnk) = P(S1 = j1,--» Sk = fuk)-
Indication : on pourra considérer I'application bijective

Zn—k N Zn—k

0 n—k
N (z1,e 0 20mk) o (zl,zl+zz,..., z]-) '
j=1

41> En déduire que pour tout k € {0,...,n}, P(A}) = P(Sy = 0)P(E,,_).

n
5> Montrer I’égalité 1 = ZIP(Sk = 0)P(E,_¢)-
k=0

6 > Pour tout réel x de |0, 1[, établir 1’égalité :

[
| | —
=
I
=
L
I
=
xw
—_
—_—
=
[es]
T
=
=
~—

7 > Pour tout entier naturel n, calculer IP(S,, = 0). Indication : on discutera suivant la parité de n.

+00

1+
8 > En déduire que, pour tout x €]0,1[, on a ZIP(En)x" = ad
n=0

1-x"

On admettra qu’a partir de ce résultat on peut prm;ver que limIP(E,) = 0.

91> Montrer que l'on a: P(T = +00) = 0.

+00
10> Pour tout réel x € [0,1], prouver l’égalité : 1 - V1 —x2? = Z]P(T =n)x".

n=1
P . 1 2n\ 1
11> En déduire que, pour tout n € IN*, IP(T = 2n) = P 1( B )47
¢ ¢
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