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Corrigé : autour de l’opérateur de dérivation (d’après Mines PC 2001)

Préliminaires : noyaux itérés

1 ▷ Soit k ∈N et x ∈ Kerf k . On a f k(x) = 0V donc f k+1(x) = f (0V) = 0V, ce qui prouve que x ∈ Kerf k+1 et donc que
Kerf k ⊂ Kerf k+1.

2 ▷

a) Supposons Kerf p = Kerf p+1 et considérons un entier q ⩾ p.
D’après la question précédente on a déjà Kerf q ⊂ Kerf q+1.

Réciproquement, soit x ∈ Kerf q+1. On a 0V = f q+1(x) = f p+1
(
f q−p(x)

)
donc f q−p(x) ∈ Kerf p+1. mais par hypothèse

Kerf p+1 = Kerf p donc f p
(
f q−p(x)

)
= 0V soit f q(x) = 0V. On a donc x ∈ Kerf q, ce qui prouve que Kerf q = Kerf q+1.

Par récurrence sur k on prouve alors sans peine que pour tout k ⩾ p Kerf k = Kerf p.

b) Supposons maintenant qu’un tel entier p n’existe pas : pour tout p ∈N, Kerf p
⊊ Kerf p+1.

Puisque V est de dimension finie on a donc pour tout p ∈N, dim(Kerf p) + 1 ⩽ dim(Kerf p+1). Sachant que dim(Kerf 0) =
dim(KerIdV) = 0 on prouve alors sans peine par récurrence sur k que dim(Kerf k) ⩾ k, ce qui aboutit à une contradiction
pour k = n+ 1 car comme tout sous-espace vectoriel de V on doit avoir dim(Kerf n+1) ⩽ dim V = n.
Ceci montre l’existence d’un entier p ∈N tel que Kerf p = Kerf p+1 ; supposons de plus cet entier minimal. On a alors
Kerf 0

⊊ Kerf ⊊ · · · ⊊ Kerf p = Kerf p+1 et, là encore par récurrence on prouve que pour tout k ∈ ⟦0,p⟧, dim(Kerf k) ⩾ k.
En particulier, p ⩽ dim(Kerf p) et puisque dim(Kerf p) ⩽ dim V = n on a bien p ⩽ n.

3 ▷ Si q ⩽ n on a uq = 0 =⇒ un = 0 car un = uq ◦un−q.
Si q > n, d’après la question 2 on a Kerun = Kerun+1 et pour tout k ⩾ n, Kerun = Keruk . En particulier on a donc
Kerun = Keruq = V, ce qui montre que un = 0.

1 – Première partie

Une caractérisation des sous-espaces vectoriels stables par g

4 ▷

a) On a g ◦D = g ◦ (g2 −λIdE) = g3 −λg = (g2 −λIdE) ◦ g = D◦ g donc g et D commutent.

b) Soit x ∈ En (x désigne donc ici un polynôme de degré inférieur ou égal à n, mais cela importe peu dans cette question).
On a En = Ker Dn+1 donc Dn+1(x) = 0E et g

(
Dn+1(x)

)
= g(0E) = 0E. Mais d’après la question précédente g commute avec D

donc aussi avec Dn+1 et donc Dn+1
(
g(x)

)
= 0E, ce qui montre que g(x) ∈ Ker Dn+1 = En.

On a montré que pour tout x ∈ En , g(x) ∈ En, ce qui prouve que En est stable par g.

c) L’égalité g2 = λIdE + D ce traduit par : pour tout x ∈ E, g2(x) = λx+ D(x). Puisque En ⊂ E cette égalité est a fortiori vraie
pour tout x ∈ En. Or lorsque x ∈ En on a g(x) = gn(x) et D(x) = Dn(x) donc g2

n = λIdEn
+ Dn.

5 ▷

a) Considérons une base quelconque (e1, . . . , en+1) de F (les ek désignent donc ici des polynômes) et notons d le degré
maximal des polynômes de cette base. Pour tout k ∈ ⟦1,n+ 1⟧, Dd+1(ek) = 0E et de par le caractère générateur d’une base
on en déduit par linéarité que pour tout x ∈ F, Dd+1

F (x) = 0E. D’après la question 3 du préliminaire on en déduit que pour
tout x ∈ F, Dn+1

F (x) = 0, ce qui montre que F ⊂Rn[X] = En. Mais dim F = n+ 1 = dim En donc F = En.

b) Puisque les sous-espaces En sont stables par D nous venons de montrer que les sous-espaces vectoriels de dimension
finie de E qui sont stables par D sont les sous-espaces En et eux seuls.
Considérons maintenant un sous-espace G de E qui soit stable par D et de dimension infinie. Pour tout n ∈N, G ne peut
être inclus dans En donc il existe dans G un polynôme P de degré d > n.

Puisque G est stable par D les polynômes (P,P′ ,P′′ , · · · ,P(d)) appartiennent à G. Or cette famille est échelonnée en degré
donc engendre Rd[X]. Nous avons donc prouvé que Rd[X] ⊂ G, et a fortiori que Rn[X] ⊂ G puisque n < d.
Ainsi, pour tout n ∈N, Rn[X] ⊂ G, et donc G =R[X] = E.

En conclusion, les sous-espaces vectoriels stables par D sont E et les En pour n ∈N.
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Une application immédiate : le cas λ < 0

6 ▷

a) Ici nous avons E0 =R (espace vectoriel de dimension 1) et D0 = 0 (application nulle). Les endomorphismes de L(R)
sont de la forme g : x 7→ µx donc g2 = λId

R
+ D0 ⇐⇒ µ2 = λ, équation qui n’a de solution que lorsque λ ⩾ 0.

b) Supposons l’existence de g ∈ L(E) tel que g2 = λIdE + D. D’après la question 4 il existe pour tout n ∈N un endomor-
phisme gn de En tel que g2

n = λIdE + Dn. C’est en particulier vrai pour n = 0, ce qui impose d’après la question précédente
λ ⩾ 0. Il n’existe donc pas un tel endomorphisme g lorsque λ < 0.

Une représentation matricielle simple de Dn

7 ▷ Puisque f n , 0 il existe y ∈ V tel que f n(y) , 0V. Montrons que la famille
(
f n(y), . . . , f (y), y

)
est libre en raisonnant

par l’absurde, ie en supposant l’existence d’une famille (α0, . . . ,αn) non identiquement nulle telle que
n∑

k=0

αkf
k(y) = 0V.

Notons i l’indice minimal pour lequel αi , 0. Ainsi,
n∑
k=i

αkf
k(y) = 0V. Composons par f n−i : on obtient

n∑
k=i

αkf
n−i+k(y) = 0V.

Mais pour k ⩾ i + 1 on a n − i + k ⩾ n + 1 et donc f n−i+k(y) = 0V. Il ne reste donc qu’un seul terme dans cette somme :
αif

n(y) = 0V, ce qui est absurde puisque αi , 0 et f n(y) , 0V.
Nous avons montré que la famille

(
f n(y), . . . , f (y), y

)
est libre ; elle constitue une base de V puisque de cardinal n+ 1, et

dans cette base, la matrice associée à V est égale à A0.

8 ▷ Nous pouvons appliquer le résultat de la question précédente avec V =Rn[X] et f = Dn ; il prouve l’existence d’une
base Bn de Rn[X] pour laquelle la matrice associée à Dn est égale à A0 et dans ce cas la matrice associée à l’application
λIdEn

+ Dn est égale à Aλ.

Remarque. Dans le cas présent, il est facile de construire explicitement une telle base : ce sont les bases de Taylor( (X − a)n

n!
,
(X − a)n−1

(n− 1)!
, . . . ,

(X − a)2

2
, (X − a),1

)
.

9 ▷ Un exemple

a) Notons M =

a b c
d e f
g h i

 la matrice associée à h dans la base B2. Alors h ◦D2 = D2 ◦ h ⇐⇒ MA0 = A0M. On calcule

MA0 =

a b c
d e f
g h i


0 1 0
0 0 1
0 0 0

 =

0 a b
0 d e
0 g h

 et A0M =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


a b c
d e f
g h i

 =

d e f
g h i
0 0 0

 donc h commute avec D2 si set

seulement si d = g = h = 0, a = e = i et b = f , ce qui donne M =

a b c
0 a b
0 0 a

.

On constate alors que M = aI3 + bA0 + cA2
0, ce qui se traduit vectoriellement par h = aIdE2

+ bD2 + cD2
2.

b) On sait que les solutions g de l’équation g2 = λIdE2
+ D2, si elles existent, commutent avec D2. Si elles existent elles

sont donc de la forme g = aIdE2
+ bD2 + cD2

2 d’après la question précédente.

On calcule g2 = a2IdE2
+ 2abD2 + (2ac + b2)D2

2 (rappelons que D3
2 = 0) et puisque la famille (IdE2

,D2,D
2
2) est libre,

g2 = λIdE2
+ D2 si et seulement si a2 = λ, 2ab = 1 et 2ac+ b2 = 0.

Ces équations n’ont de solution que lorsque λ > 0 ; celles-ci sont alors égales à a = ϵ
√
λ, b =

ϵ

2
√
λ

, c =
−ϵ

8λ
√
λ

avec ϵ ∈ {−1,1}.

L’équation g2 = λIdE2
+ D2 possède donc deux solutions g = ±

(√
λIdE2

+
1

2
√
λ

D2 −
1

8λ
√
λ

D2
2

)
lorsque λ > 0, et aucune sinon.

c) La traduction matricielle de ce résultat est que les matrices G qui vérifient G2 = Aλ s’écrivent G = ±
(√

λI3 +
1

2
√
λ

A0 −

1

8λ
√
λ

A2
0

)
, ce qui donne pour λ = 1 : G = ±

(
I3 +

1
2

A0 −
1
8

A2
0

)
= ±

1 1/2 −1/8
0 1 1/2
0 0 1

.
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Existence d’un endomorphisme g tel que g2 = D

10 ▷ On a Dn+1
n = 0 donc g2n+2 = 0; l’endomorphisme g est donc nilpotent. D’après le préliminaire, il existe donc un

entier p ⩽ dim En = n+ 1 tel que Kerg0
⊊ Kerg ⊊ · · · ⊊ Ker(gp−1) ⊊ Ker(gp) = En.

De plus, g2 , 0 donc Kerg0
⊊ Kerg ⊊ Ker(g2), ce qui impose dimKer(g2) ⩾ 2.

11 ▷ Mais par ailleurs g2 = Dn et dimKer Dn = 1 (c’est l’ensemble des polynômes constants). On aboutit donc à une
contradiction, ce qui montre qu’un tel endomorphisme g de Dn ne peut exister.
D’après la question 4 il ne peut exister non plus d’endomorphisme g de E tel que g2 = D (en effet, si un tel endomorphisme
existait, sa restriction gn à En vérifierait g2

n = Dn).

2 – Deuxième partie

Dérivée de l’application t 7→ Ln(t)
k

12 ▷ Calculons le produit :

(In+1 + tDn)
n∑

k=0

ak(t)Dk
n =

n∑
k=0

ak(t)Dk
n +

n∑
k=0

tak(t)Dk+1
n =

n∑
k=0

ak(t)Dk
n +

n+1∑
k=1

tak−1(t)Dk
n = a0(t)In+1 +

n∑
k=1

(
ak(t) + tak−1(t)

)
Dk
n

car Dn+1
n = 0. Pour obtenir un inverse de In+1 + tDn sous la forme demandée il suffit de savoir résoudre le système{

a0(t) = 1

ak(t) + tak−1(t) = 0 pour k ∈ ⟦1,n⟧

Il n’est pas difficile de constater que ak(t) = (−t)k convient (suite géométrique). Par unicité de l’inverse on a donc

(In+1 + tDn)−1 =
n∑

k=0

(−t)kDk
n.

13 ▷ Chacune des fonctions ak étant dérivable il en est de même de l’application Φ : t 7→ (In+1 + tDn)−1.
Dérivons l’égalité : ∀t ∈R, (In+1 + tDn)Φ(t) = 1. On obtient : DnΦ(t) + (In+1 + tDn)Φ ′(t) = 0 donc Φ ′(t) = −Φ(t)DnΦ(t).
Sachant que Dn et Φ commutent (cela résulte de l’expression obtenue à la question 12) on a donc Φ ′(t) = −DnΦ(t)2.

14▷ On a Ln(t) = DnKn(t) avec Kn(t) =
n∑

k=1

(−1)k−1 t
k

k
Dk−1
n . Puisque Dn et Kn(t) commutent on a Ln(t)n+1 = Dn+1

n Kn(t)n+1 =
0 car Dn+1

n = 0.

15 ▷ Pour tout t ∈ R, L′n(t) =
n∑

k=1

(−1)k−1tk−1Dk
n = Dn

n−1∑
k=0

(−t)kDk
n = Dn

(
Φ(t) − (−t)nDn

n

)
d’après la question 12 donc

L′n(t) = DnΦ(t)− (−t)nDn+1
n = DnΦ(t) car Dn+1

n = 0.

La dérivée de la fonction t 7→ Ln(t)k vaut donc kL′n(t)Lk−1
n = kDnΦ(t)Ln(t)k−1.

Matrice ϕu(t)

16 ▷ ϕu(t)ϕv(t) =
( n∑
p=0

up

p!
Ln(t)p

)( n∑
q=0

vq

q!
Ln(t)q

)
=

n∑
p=0

n∑
q=0

up

p!
vq

q!
Ln(t)p+q.

D’après la question 14 on a Ln(t)p+q = 0 dès lors que p+ q > n donc ϕu(t)ϕv(t) =
n∑

k=0

( ∑
p+q=k

up

p!
vq

q!

)
Ln(t)k .

Or
∑
p+q=k

up

p!
vq

q!
=

1
k!

n∑
p=0

(
k
p

)
upvk−p =

(u + v)k

k!
donc ϕu(t)ϕv(t) =

n∑
k=0

(u + v)k

k!
Ln(t)k = ϕu+v(t).

17 ▷ On applique la question 15 : pour tout t ∈R,

ϕ′u(t) =
n∑

k=1

uk

(k − 1)!
DnΦ(t)Ln(t)k−1 = uDnΦ(t)

n−1∑
k=0

uk

k!
Ln(t)k = uDnΦ(t)

(
ϕu(t)− un

n!
Ln(t)n

)
Notons maintenant que Dn et Φ(t) commutent (ceci résulte de l’expression de Φ(t) obtenue à la question 12) et que
DnLn(t)n = 0 (même preuve qu’à la question 14) donc ϕ′u(t) = uDnΦ(t)ϕu(t).
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18 ▷ On dérive une seconde fois à l’aide de la question 13 :

ϕ′′u (t) = uDnΦ
′(t)ϕu(t) +uDnΦ(t)ϕ′u(t) = −uD2

nΦ(t)2ϕu(t) +u2D2
nΦ(t)2

Pour u = 1 on obtient ϕ′′1 (t) = 0 ; on a donc ϕ1(t) = ϕ1(0) + tϕ′1(0).
Sachant que Ln(0) = 0 et ϕ(0) = In+1 on a ϕ1(0) = In+1 et ϕ′1(0) = Dn donc ϕ1(t) = In+1 + tDn.

Existence d’un endomorphisme g de En tel que g2n = λIdEn +Dn où λ > 0

19 ▷ On a λIn+1 + Dn = λϕ1(1/λ) ; il s’agit donc de trouver une matrice M telle que M2 = λϕ1(1/λ).

Posons M =
√
λϕ1/2(1/λ). D’après la question 16, M2 = λϕ1(1/λ) = λIn+1 + Dn.

En notant g l’endomorphisme de En dont la matrice dans la base Bn est cette matrice M, on obtient g2 = λIdEn
+ Dn.

20 ▷ Pour n = 2 et λ = 1 on a M = ϕ1/2(1) = I3 +
1
2

L2(1) +
1
8

L2(1)2 avec L2(1) = D2 −
1
2

D2
2 soit M = I3 +

1
2

D2 −
1
8

D3
2 ; on

retrouve bien l’une des matrices obtenue à la question 9 puisqu’avec les notations de cette partie on a D2 = A0.

3 – Troisième partie

21 ▷

a) Le rayon de convergence est égal à 1, b0 = 1 et pour tout k ⩾ 1,

bk =
(1/2)(1/2− 1) · · · (1/2− k + 1)

k!
= (−1)k−1 1× 3× 5× · · · × (2k − 3)

2k
= (−1)k−1 (2k − 2)!

22k−1(k − 1)!

b) On a h(x)2 = 1 + x donc d’après la formule du produit de Cauchy, cn =

1 si n = 0 ou n = 1;
0 si n ⩾ 2

.

Existence d’un endomorphisme g de E tel que g2 = λIdE+D où λ > 0

22 ▷ Notons que la somme définissant l’application T est en réalité finie puisque DkP = 0 dès lors que k > deg P ;
l’expression de T(P) a donc bien un sens.
Considérons deux polynômes P et Q et un réel α.

On a deg(αP + Q) ⩽max(deg P,deg Q) = m donc T(αP + Q) =
m∑
k=0

bk
λk

Dk(αP + Q) = α

m∑
k=0

bk
λk

DkP +
m∑
k=0

bk
λk

DkQ par linéarité

de D et ainsi T(αP + Q) = αT(P) + T(Q) ; T est bien un endomorphisme de E.

23 ▷ On a T◦T =
+∞∑
n=0

n∑
k=0

bk
λk

bn−k
λn−k

Dk ◦Dn−k =
+∞∑
n=0

cn
λn

Dn = IdE +
1
λ

D. Ainsi, en posant g =
√
λT on a g◦g = λT◦T = λIdE +D.

24 ▷

a) En est stable par D donc aussi stable par T et donc par g. Notons gn l’induit de g sur En ; ce dernier vérifie la relation

g2
n = λIdEn

+ Dn, et puisque Dn+1
n = 0 on a gn =

√
λ

n∑
k=0

bk
λk

Dk
n.

b) Pour n = 2 et λ = 1 on obtient g2 = b0IdE2
+ b1D2 + b2D2

2 = IdE2
+

1
2

D2 −
1
8

D2
2, ce qui correspond à la matrice

M = I3 +
1
2

A0 −
1
8

A2
0 déjà obtenue à la question 9.
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