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CORRIGE : AUTOUR DE L'OPERATEUR DE DERIVATION (D’APRES MiNEs PC 2001)

Préliminaires : noyaux itérés

1> Soit k € N et x € Ker f¥. On a f¥(x) = 0y donc f**!(x) = f(Oy) = Oy, ce qui prouve que x € Ker f**! et donc que
Ker f¥ c Ker f+1.

2>

a) Supposons Ker fP = Ker fP*! et considérons un entier g > p.
D’aprés la question précédente on a déja Ker f9 c Ker f7+!.
Réciproquement, soit x € Ker f7*!. On a 0y = f9"(x) = f’”l(f”’*p(x)) donc f97P(x) € Ker fP*1. mais par hypothése
Ker fP*! = Ker fP donc fp(fq_p(x)) = Oy soit f7(x) = Oy. On a donc x € Ker f, ce qui prouve que Ker f7 = Ker f91.
Par récurrence sur k on prouve alors sans peine que pour tout k > p Ker f* = Ker fP.

b) Supposons maintenant qu’un tel entier p n’existe pas : pour tout p € N, Ker f? ¢ Ker fP*1.
Puisque V est de dimension finie on a donc pour tout p € N, dim(Ker f7)+1 < dim(Kerfp+1). Sachant que dim(KerfO) =
dim(KerIdy) = 0 on prouve alors sans peine par récurrence sur k que dim(Ker f¥) > k, ce qui aboutit 4 une contradiction
pour k = 1+ 1 car comme tout sous-espace vectoriel de V on doit avoir dim(Ker f"*1) < dimV = n.

Ceci montre l’existence d’un entier p € N tel que Ker f? = Ker fP*!; supposons de plus cet entier minimal. On a alors
Ker fO ¢ Ker f ¢ --- ¢ Ker fP = Ker fP™! et, 12 encore par récurrence on prouve que pour tout k € [0, p]], dim(Kerfk) > k.
En particulier, p < dim(Ker f?) et puisque dim(Ker f?) < dimV = n on a bien p < n.

3> Sig<nonaul=0 = u"=0caru” =ulou".

n+1

Si g > n, d’aprés la question 2 on a Keru" = Keru"*! et pour tout k > n, Keru" = Keru*. En particulier on a donc

Keru" = Keru =V, ce qui montre que u" = 0.

1 — Premiere partie

Une caractérisation des sous-espaces vectoriels stables par g

4>

a) OnagoD=go(g>-Adg)=g>-Ag=(g*>-Aldg)og=Dogdonc g et Dcommutent.

b) Soit x € E,, (x désigne donc ici un polyndme de degré inférieur ou égal a n, mais cela importe peu dans cette question).
On a E, = Ker D""! donc D"} (x) = O et g(D"”(x)) = ¢(0g) = Og. Mais d’aprés la question précédente ¢ commute avec D
donc aussi avec D"*! et donc D”“(g(x)) = O, ce qui montre que g(x) € KerD"*! = E,,.

On a montré que pour tout x € E,, , g(x) € E,;, ce qui prouve que E,, est stable par g.

c) Légalité g> = \Idg + D ce traduit par : pour tout x € E, g?(x) = Ax + D(x). Puisque E,, C E cette égalité est a fortiori vraie
pour tout x € E,,. Or lorsque x € E,, on a g(x) = g,(x) et D(x) = D,,(x) donc g2 = Aldg, +D,,.

5>

a) Considérons une base quelconque (ey,...,e,,1) de F (les ¢ désignent donc ici des polynomes) et notons d le degré
maximal des polyndmes de cette base. Pour tout k € [1,n+ 1], DA+ (ex) = Og et de par le caractere générateur d’une base
on en déduit par linéarité que pour tout x € F, Dg“ (x) = 0. D’apres la question 3 du préliminaire on en déduit que pour
tout x € F, DI*!(x) = 0, ce qui montre que F € R,[X] = E,,. Mais dimF = n+ 1 = dimE, donc F = E,,.

b) Puisque les sous-espaces E,, sont stables par D nous venons de montrer que les sous-espaces vectoriels de dimension
finie de E qui sont stables par D sont les sous-espaces E, et eux seuls.

Considérons maintenant un sous-espace G de E qui soit stable par D et de dimension infinie. Pour tout #n € N, G ne peut
étre inclus dans E,, donc il existe dans G un polynoéme P de degré d > n.

Puisque G est stable par D les polynémes (P,P’,P”,--- ,P)y appartiennent & G. Or cette famille est échelonnée en degré
donc engendre IR;[X]. Nous avons donc prouvé que R;[X] C G, et a fortiori que R, [X] C G puisque n < d.
Ainsi, pour tout n € IN, R,[X] C G, et donc G = R[X] = E.

En conclusion, les sous-espaces vectoriels stables par D sont E et les E,, pour n € IN.
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Une application immédiate : le cas A< 0

6>

a) Ici nous avons Ej = IR (espace vectoriel de dimension 1) et Dy = 0 (application nulle). Les endomorphismes de £(IR)
sont de la forme g : x > px donc g* = A\Idg + Dy &= p* = \, équation qui n’a de solution que lorsque A > 0.

b) Supposons l'existence de g € L(E) tel que g* = AIdg + D. D’aprés la question 4 il existe pour tout # € N un endomor-
phisme g, de E,, tel que g2 = Aldg + D,,. C'est en particulier vrai pour 1 = 0, ce qui impose d’aprés la question précédente
A > 0. Il n’existe donc pas un tel endomorphisme g lorsque A < 0.

Une représentation matricielle simple de D,,

71> Puisque f" # 0 il existe y € V tel que f"(y) # Oy. Montrons que la famille (f”(y),...,f(y),y) est libre en raisonnant

n
par 'absurde, ie en supposant l’existence d’'une famille («y, ..., a,) non identiquement nulle telle que Zakfk(y) = 0y.
k=0

n n
Notons i I'indice minimal pour lequel «; = 0. Ainsi, Zakfk(y) = 0y. Composons par f"~* : on obtient Zakf"’”k(y) = Oy.
k=i k=i
Mais pour k >i+lonan—i+k>n+1etdonc f”_”k(y) = Oy. Il ne reste donc qu’un seul terme dans cette somme :
a;f"(y) = Oy, ce qui est absurde puisque o; = 0 et f"(y) = Oy.
Nous avons montré que la famille (f"(y),. ..,f(y),y) est libre; elle constitue une base de V puisque de cardinal n+1, et
dans cette base, la matrice associée a V est égale a Ay.

8 > Nous pouvons appliquer le résultat de la question précédente avec V =R, [X] et f = D,;; il prouve l'existence d’une
base B, de R, [X] pour laquelle la matrice associée a D,, est égale a Ay et dans ce cas la matrice associée a I'application
AMdg, +D,, est égale a A,.

Remarque. Dans le cas présent, il est facile de construire explicitement une telle base : ce sont les bases de Taylor
(X=a) X=a)!  (X=a)? )
) yeees ,(X—a)1)
( n (n-1)! 7 (X4

9> Un exemple

a b c
a) Notons M = [d e f] la matrice associée a h dans la base B,. Alors hoD, =Dyoh & MA; = AyM. On calcule
h i

4

a b c)(0 1 0 0 a b 0 1 0\fa b ¢ d e f
MAg=|d e fI|0 0 1|=|0 d e|letAgM=|0 0 1||d e f|=|g h i]|donchcommute avec D, si set
g h iJI0 0 O 0 g h 0 0 O)\g h i 0 0 0

a b ¢
seulementsid:g:hzo,a:e:ietb:f,cequidonneM:[O a b].
0 0 a

On constate alors que M = al; + bAy + CA(Z), ce qui se traduit vectoriellement par h = aldg, + bD; + cD%.

b) On sait que les solutions g de 1’équation g* = Aldg, + Dy, si elles existent, commutent avec D;. Si elles existent elles
sont donc de la forme g = aldg, +bD, + ¢D3} d’apres la question précédente.
On calcule g2 = a?'IdE2 + 2abD, + (2ac + bz)D% (rappelons que Dg = 0) et puisque la famille (Idg,, D5, D%) est libre,

g2 = AMdg, + D, si et seulement si a’> =\, 2ab=1 et 2ac+b>=0.

. . , . . , . € —€
Ces équations n'ont de solution que lorsque A > 0; celles-ci sont alors égales a a = eV\, b=——,c=

2V 8AVA

avecee {-1,1}.

L’équation g2 = Mdg, + D, possede donc deux solutions g = i(\/XIdEZ + ZL\/XDZ - ﬁD%) lorsque A > 0, et aucune sinon.

¢) La traduction matricielle de ce résultat est que les matrices G qui vérifient G? = A, sécrivent G = J_r(\/XI3 + ﬁAO -
1 , . 1 1, 1 1/2 -1/8

WAO)’ ce qui donne pour A=1:G= i(I3 + EAO - ng) =+ 8 (1) 1{2 .
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Existence d’'un endomorphisme g tel que g* =

10> Ona D! =0 donc g?"*? = 0; I'endomorphisme g est donc mlpotent D’apreés le préliminaire, il existe donc un
entier p <dimE, = n+ 1 tel que Kerg® ¢ Kerg ¢ --- ¢ Ker(gP™!) ¢ Ker(g?) =

De plus, g2 # 0 donc Ker g° ¢ Ker g ¢ Ker(g?), ce qui impose dim Ker(g?) > 2.

11> Mais par ailleurs g> = D, et dimKerD,, = 1 (c’est l'ensemble des polyndmes constants). On aboutit donc a une
contradiction, ce qui montre qu’un tel endomorphisme g de D, ne peut exister.

D’apres la question 4 il ne peut exister non plus d’endomorphisme g de E tel que g*> = D (en effet, si un tel endomorphisme
existait, sa restriction g, a E, vérifierait g,f =D,).

2 — Deuxieme partie

Dérivée de I'application ¢ > L, (¢)*

12> Calculons le produit :

n n+1

(L1 +tDn)Zak(t)Dﬁ Z Dk+Zta (t)Dk+1 = Zak t)DK +ka L(H)DE = ag(0)1,44 +Z ar(t) +tag_q (¢ ))D’,j

k=0 k=1

car DZ+1 = 0. Pour obtenir un inverse de I,;; + tD,, sous la forme demandée il suffit de savoir résoudre le systéme

ag(t)=1
ag(t)+tap_1(t)=0 pour k € [1,1]

Il n’est pas difficile de constater que ai(t) = (—t)k convient (suite géométrique). Par unicité de 'inverse on a donc
n

(In+1 + tDn)_l = Z(—l’)kDﬁ.

k=0

131> Chacune des fonctions aj étant dérivable il en est de méme de 'application @ : t > (I,,,1 + tD,,)™!

Dérivons 1’égalité : Vt € R, (1,41 +tD,,)®(¢) = 1. On obtient : D, D(t) + (1,11 + tD,)P’(t) = 0 donc P’(t) = —P(t)D,D(¢).

Sachant que D,, et ® commutent (cela résulte de I'expression obtenue a la question 12) on a donc ®’(t) = —D,®(t)?.
n

14> OnalL,(t) = D,K,(t)avec K,(t) = Z(—nk—

0 car D! = 0. k=1

tk
1?D,]§_1. Puisque D, et K,,(t) commutent on a L, (¢)"*! = D"*1K,,(¢)""! =

n n—
15> Pour tout t € R, L (t) = Z(—l)k_ltk_lDfl =D, Z(—t)kDﬁ = Dn(q)(t) - (—t)"DZ) d’apres la question 12 donc
k=1 =

L,(t) = D,®(t) - (-t)"D!"*! = D, ®(t) car D! = 0.
La dérivée de la fonction t — L, (£)* vaut donc kL, (t)LX™! = kD, ®@(t)L,,(t)k .

Matrice @, (t)

n

165 @u(t)pul (iou_, )(Z';. )Zi'«;_"’:_fL

p=04=0

s . . . ub 4 .
D’aprés la question 14 on a L,,(¢)P™1 = 0 dés lors que p + g > n donc @, ()@, (t) = ( Z ——)L,,(t) .

k=0 pra=k P
or Y M= LY (Burvtr = U donc gyttt = ) L0 = gt
pra=k p=0 k=0
17 > On applique la question 15 : pour tout ¢ € R,
=k u'"
0= ) DL (0! =D, 0 Z L0 = uD, (1) (1) - S La(e)")

Notons maintenant que D,, et ©(t) commutent (ceci résulte de ’expression de ©(t) obtenue a la question 12) et que
D,L,(t)" =0 (méme preuve qu’a la question 14) donc ¢;,(t) = uD,P(t)@, ().
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18 > On dérive une seconde fois a I’aide de la question 13 :

@/ () = uD, @ (£)y, () + uD, D ()@}, (t) = —uDFD(t) @, (t) + u* Dy D(t)?

Pour u =1 on obtient @' (t) = 0; on a donc ¢y (¢) = ¢1(0) + t¢1(0).
Sachant que L,,(0) = 0 et ¢(0) =11 on a ¢(0) =1L,;1 et ;(0) =D, donc @y (t) = L1 +tD,,.

Existence d’un endomorphisme g de E, tel que g> = AMdg, +D,0ul>0

19> Ona Al +D, =A@ (1/)); il s’agit donc de trouver une matrice M telle que M? = Ay (1/X).

Posons M = \/X(puz(l/)\). D’apreés la question 16, M? = A@1(1/A) = Al + Dy,
En notant g 'endomorphisme de E,, dont la matrice dans la base B,, est cette matrice M, on obtient g2 = AMdg, +D,.

1
—Dg; on

1 1 1 1
20> Pourn=2etA=1onaM=q@,(1)= I3+§L2(1)+§L2(1)2 avec Ly(1) :DZ—EDg soit M=T5+ 5Dy -

retrouve bien 'une des matrices obtenue a la question 9 puisqu’avec les notations de cette partie on a D, = A.

3 — Troisieme partie

21 >
a) Le rayon de convergence est égal a 1, by =1 et pour tout k > 1,

(1/2)(1/2=1)-+(1/2k+1) _ oy 1x3x5xx(2k=3) _ oy (2k=2)!

b= k! =1 2k U 22Tk - 1)

1 sin=0oun=1;

b) On a h(x)? =1+ x donc d’aprés la formule du produit de Cauchy, c, = {0 A
sinz

Existence d’'un endomorphisme g de E tel que g> = Mldg+D o A > 0

22 > Notons que la somme définissant I'application T est en réalité finie puisque DP = 0 dés lors que k > degP;
I'expression de T(P) a donc bien un sens.

Considérons deux polynomes P et Q et un réel a.
m m m

On a deg(aP + Q) < max(degP,deg Q) = m donc T(aP + Q) = Z i’; Dk (aP+Q) = X%DkP + Z%DkQ par linéarité

k=0 k=0 k=0
de D et ainsi T(aP + Q) = aT(P)+ T(Q); T est bien un endomorphisme de E.

b +00
23> OnaToT= ZZ k buk DfoD" K = D”_IdE+)\D Ainsi, en posant g = \/_Tonagog AToT = Aldg+D.

k nk n
nOkO)‘A n:O)\

24 1>

a) E, est stable par D donc aussi stable par T et donc par g. Notons g, I'induit de g sur E,;; ce dernier vérifie la relation

g5 = Mdg, +D,, et puisque D}*' =0onag, = Z b D}.

1 1
b) Pour n = 2 et A = 1 on obtient g, = byldg, + b;D; + szg = Idg, + EDZ - ng, ce qui correspond a la matrice

1
M=I3+ EAO - §A% déja obtenue a la question 9.
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