CoRRIGE : POLYNOMES DE LEGENDRE (ESIEE PSI 1997 — EXTRAIT)

Partie 1.

Question 1.

7

a) Ly(1)=0, L,(X) = (X* 1)’ = 2X, et pour tout p > 2, L,(XP) = (pX" ' (X> = 1)) = p((p+ DXP - (p— 1)X"2).
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b) On en déduit que M,, =
0
: . -n(n-1)
o --- 0 n(n+]_)

¢) La matrice M,, est triangulaire supérieure donc Sp(M,,) = {p(p +1) ) O<p<n+ 1}. Cette matrice de M, (IR) possede
n+ 1 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable, ainsi donc que I'endomorphisme L,,.

Question 2. D’apres la formule de Leibniz,
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donc P, = % Z(”) (X-1)" X+ 1)k
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Question 3. On calcule P, =X, P, = Exz —5 Py =X3-ZX.
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Ainsi, P,(1) =

N
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) (1+1)"=1et Py(~1) = —(

Question 4.
a) U, =2(n+1)X(X?-1)" =2(n+1)XU, et (X* - 1)U, = 2nX(X? — 1)" = 2uXU,,
b) En dérivant n+ 1 fois la premiére égalité a l’aide de la formule de Leibniz on obtient :

U =2+ 12U 4 2(n+ DXUY™HY soit 2 (n+ 1)IP),, = 2(n+1)22"nIP, + 2(n+ 1)X2"n!P,

n+2

donc P/ (n+1)P, + XP,.

n+l =
En dérivant n + 1 fois la seconde égalité a I’aide de la formule de Leibniz on obtient :

- +2(n+ w+nn+ DU, =20XU, 4+ 2n(n+ 1)U, soit - + =n(n+1)P,
X2 - 1)U™2 4 2(n + 1)xUY U = 20XUS™Y 4+ 20(n+ 1)U soit (X2 —1)P +2XP, 1)P,
Or L, (P,) = 2XP, + (X?—1)P, donc L, (P,) = n(n +1)P,.

Question 5. Pour tout n € IN, degU,, = 2n donc degP, =2n-n=mn.

. . . 1
Pour tout n > 1, le coefficient dominant de P, vaut «,, = W(Zn)(hl -1)---(n+1) = il = o

1 (2n) 1(2n)
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Question 6. La famille (Py)o<k<, st échelonnée en degré donc constitue une base de IR,,[X]. D’apres la relation (4) cette
base est constituée de vecteurs propres de L,,.
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Partie II.

+ | Pu(x)  L(Py)(x)

uestion 7. Réalisons une intégration par parties suivant le schéma :
Q gration par p Pi(x) (—1)P(x)

1 1

On obtient (P, | L(P,)) = (xz—l)Pm(x)Pn’(x)]ll —J (x2 +1)P,,(x)P(x)dx = —f (x> +1)P,,(x)P/(x) dx.
o) _

1

En inversant les roles de m et de 1 on obtient aussi (P, | L(P,)) = — | (x*+1)P,(x)P,,(x)dx donc (P, | L(P,,)) = (P,, | L(P,)).

-1
Mais L(P,,) = m(m + 1)P,, et L(P,) = n(n+ 1)P, (question 4) donc m(m + 1){P,, | P,) = n(n+ 1){P,, | P,) et ainsi, pour m # n,
(P,, | P,) = 0:la famille (P,) est orthogonale.

Question 8.

a) Posons P,,; = a1 X" +Q,..1, avec degQ,41 <m. Alors P, = (n+1)a, 1 X"+ Q).
On adegQ;,,, <n-1doncQ;,, € Vect(Py,P,,...,P, ;). Mais la famille étant orthogonale, on a P, € Vect(P, Py,...,P,_1)*,
et ainsi, (P, |Q;,,)=0.Onadonc(P,,, | P,) = (n+1)a,1(X" | P,).

1
De méme, deg(P, — ,X") < n—1 donc (P, — a, X" | P,) = 0 et ainsi, (X" | P,) = a—lanllz, ce qui conduit a (P,,, | P,) =
n

1
(n+1)—2= Fnil IP,|I%, soit encore f P’
« -1

n+1
n

(¥)P, (x)dx = (1n-+ 1)L, 2
xPy(x) - Bi(v)
Py (x) + xB;(x) Py (%)

T ez . . . p +
b) Réalisons une intégration par parties suivant le schéma :

1 1 1 1
j xP,(x)P,(x)dx = [xl’n(x)z]i1 —J (Pn(x) +xP,:(x))Pn(x)dx 2 —J (Pn(x) + xP,;(x))Pn(x)dx

1 1

1 1
(car P,(1) =1 et P,(-1) = (-1)") donc j P,(x)?dx=2- 2J xP, (x)P,(x)dx.
-1 -1

1 1 1
c) D’apres la question 4, xP,,(x) = P/, | (x)— (n+ 1)P,(x )doncj (x )de—z—zj P,l(x)P,;+1(x)dx+z(n+1)f P,(x)?dx
1 -1 -1

puis a l'aide de la question précédente : ||P, IP=2-2(n+ 1) Gnil ||P I1? +2(n+ 1)||P,I.

2n+1 2
D’apres la question 5, Gnn1 _ 21 ce qui conduit finalement & ||P,||*> = .
oy n+1 2n+1
d) La famille (P,) est orthogonale donc il en est de méme de la famille ( n) et d’apres la question précédente, P12 =1

donc la famille (P,) est orthonormée, en conséquence de quoi la famille (P, ..., P,) est une base orthonormée de R,[X].

Question 9.

a) [If =PI? = IfII” = 2¢f | P) + [IPII*.

La famille (P,) étant orthonormée, ||P||* = Z)\k et(f|P)= Z)\k(f |P,) = Zxkck ). Ainsi,

n

If =PI = N7+ ) (32 = 20) = AP + ) (M=) = el
k=0 k=0

k=0

n n

b) Posons Q = ch(f)ﬁk. La question précédente montre que pour tout P € R,[X], ||f = P|I* > |If]I> - ch(f)z =|If-Ql
k=0 k=0
avec égalité si et seulement si P = Q. On en déduit que d,(f) = ||f — Q|| et que Q est I’'unique polynéme de R,[X] pour
lequel cette égalité a lieu.

¢) Sachant que R,+1[X] € R,[X] la suite (d,(f)) est décroissante et donc convergente (car minorée par 0). L’égalité

d,(f)=fI?- E ck(f)? prouve alors la convergence de la série > c,(f) et donc que lil’P cu.(f)=0.
n—-+oo
k=0
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