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CORRIGE : ETUDE DE SUITES RECURRENTES (EIVP 1992 - EXTRAIT)

Partie 1.

A.

Question 1. On suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N, |x,,| < M. On a alors :

1 n
M=M
n+1

k=0

1 n
< — <
VneN, |yn|\n+1;|xk|\

donc la suite (y,,) est elle aussi bornée.
La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple de la suite (x,,) définie pour tout n € IN par x,, = (—1)"n. On calcule :

p+1 1

T2ptr2 2

p
1
VYpeN, 1= p+2 E (Xok + Xop41) =
k=0

p-1
. ! _
Yop = 2p+1(;(x2k+XZk+l)+XZp)_ 2p+1(—p+2p)— 2p+1

Les deux sous-suites (y2,41) et (y2,) convergent (respectivement vers —1/2 et 1/2) donc sont bornées; la suite (y,) est donc
bornée sans que la suite (x,,) le soit.

Question 2. Notons ¢ la limite de la suite (x,,), et considérons un réel € > 0. Par hypotheése il existe un rang N a partir
duquel |x; —¢| < e.Pour toutn>Nona:

1 < 1 = 1 & 1 = n-N+1
<— = —— o —— < —— /b
\n+1;|xk | n+1;|xk | n+1];\]«|xk l\n+1;|xk | ntl o Gn

On alima,, = € donc il existe un rang N” > N tel que «,, < 2e.
Ainsi, pour tout n > N’ on a |y, — £] < 2¢, ce qui prouve que limy,, = {.
La réciproque est fausse, comme le montre 1’'exemple de la suite (x,,) définie par x,, = (=1)". On calcule :

n

> ()
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n+1

lvn — £l =

p
1
VpeN, ypp1= Z(sz +X2k41) =0

2p+2k7O

-1
_ ! 3 (X0 +x )+ x5, = !
yZp_2p+1 L 2k T X2k41 2p Tl

donc limy,,,; =limy,, = 0, ce qui prouve que la suite (y,) converge alors que la suite (x,,) diverge.

B.

Question 3. Sion avait m > 0 la suite (u,,) serait croissante a partir d’un certain rang et ne pourrait en conséquence
converger vers 0. On a donc nécessairement m < 0.

Question 4. Puisque m = 0 on peut écrire u,,; —u, ~ muy et donc u, 1 = u, + muy +o(uy).

-B

Ainsi, u;fl = u;ﬁ(l + mufl‘_l) .Onaa-1>0donclimu®"! =0 et ainsi

u’;fl - ”f_’ﬁ(l — Brmug”! +0(“ZH)) = u,” —pmug P+ o(uy P

+oo  sifp>a-1

Ce calcul montre que pour f # 0, v,, ~ —[Smuff_l_ﬁ donc limv, ={—fm sip=a-1=p
0 sip<a-1
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Question 5. Pour p = B la suite (v,) converge vers —pom donc d’apres la question 2 la suite (w,) converge aussi vers
—Pom.

) 1 1 1 . 1 1
Or par télescopage, w,, = ?(W - W) et puisque lim o Oonaw,~ e
" Unp1  Ho Uil (n+ 1w,y

. . . 130 _1
Ainsi, 1 = etu,~(-
insi, lim nu;, B et u, ( [SOm)

-1/Bo n-1/Bo —

Ln® avec s = 1 etL:(m(l—oc))s.

-

La série Zun (a terme général positif) est donc convergente si et seulement si s < -1, ce qui équivaut a a < 2.

C. Applications

Question 6. Dans cette question on a pour tout n €N, u,,, 1 = u, — u% donc u, 1 < u, :la suite (u,) décroit.

Si cette suite converge vers une limite £ on doit avoir par passage a la limite dans la relation de récurrence : £ = £ — £, soit
¢ = 0. S’agissant d’une suite décroissante elle doit donc étre a valeurs positives.

— Sia <0 lasuite (1,) ne peut donc converger vers 0; elle diverge vers —co;
— sia>1ona u; <0donc pour les mémes raisons, la suite (u,,) diverge vers —co.

—-si0<a<lona f([0,1]) € [0,1] donc pour tout n €N, u,, € [0,1]. La suite (u,) décroit et est minorée, elle converge
(vers 0).

Onadonc E=(0,1].

Rappelons que si Zun converge alors limu, = 0, donc F CE.
Uni1 —Up

Considérons donc a €]0, 1[. La suite (u,,) est a valeurs dans R}, converge vers 0 et pour tout n € N, 5>— =—1doncon
Un
peut appliquer le résultat de la question 5 : la série Zun diverge.
Si a =0 la suite (u,) est nulle; si a = 1 la suite (u,,) est nulle pour n > 1; on a donc F={0,1}.
. . ) . . 4 Uyl 1
Question 7. Sia > 0 on établit sans peine par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0. On a alors — = —— <1

uy,  1++u,
donc la suite (u,,) décroit. Etant minorée par 0 elle converge vers une limite £ vérifiant f(€) = ¢, soit £ = 0.
Si a < 0 on établit de méme que la suite (1,,) croit et converge vers 0.
Sia =0 la suite (u,,) est la suite nulle, donc E=1R.

Sia>0onau,,;—u ~ —u,\/u, donc on peut appliquer le résultat de la question 5 avec a = 3/2: la

1
S
! n( 1++/u,
série E u, converge.

Sia < 0 on procéde de méme avec la suite (—u,); on a donc F=1R.

Partie II.

Question 8. Si F est non vide, il existe une valeur de a pour laquelle la série Zun converge. En particulier on a limu, = 0.

Mais f est continue en 0 (car dérivable) donc lim f(u,) = f(0), et le passage a la limite dans la relation u,,; = f(u,) fournit
I'égalité f(0) = 0.

A.
Question 9. Si [f’(0)] <1, considérons un réel k tel que |f'(0)] <k < 1.
Puisque li(r)n % = f’(0) il existe 11> 0 tel que pour tout x € [-1, 1], |@| <k, soit |f (x)| < klx|.

Puisque k <1 on a f([-1,1]) C [-1,11] donc si a € [-1, ] alors pour tout n € N, u, € [-1,1].

Ainsi, pour tout n € /N, |u,,1| < k|u,|, ce qui permet d’établir par récurrence que |u,| < k"|4|.

La série k" étant convergente (on a 0 <k < 1) il en est de méme de Zlunl, puis de Zun par convergence absolue. On
a donc [-n,n] CF.

page 2 Lycée Marcelin Berthelot



Question 10. Représentons le graphe conjoint des fonctions f et Id :

3] L'équation f(x) = x posséde trois solutions : —V2, 0 et V2. Outre +oo, ce sont les seules
limites envisageables.
Si a est égal a 'une de ces trois valeurs, la suite (u,) est constante donc convergente.

Etudions maintenant les autres cas de figure possible, en s’appuyant sur le graphique
ci-contre.

- Sia<-V2ona f(]—oo,—\/z[) =]—00,—V2[ donc pour tout n € N, u,, €]-o0,—V2[

(récurrence élémentaire).

-2 -1 1 2 Pour tout x €] - oo,—\/z[, f(x) <xdonc u, 1 <u, :lasuite (u,) est strictement
1 décroissante; elle posséde une limite finie ou infinie € vérifiant ¢ < —V2 donc

diverge vers —co

o - Si—-V2<a<0on af(]—\/_ 0[) =]-V2,0[ donc pour tout n € N, u, €] - V2,0[.

Pour tout x €] -2, 2,0[, ) > x donc u, 1 > u, : la suite (u,) est strictement

3| croissante; elle est majoree donc possede une limite finie ¢ €] - \/5,0] donc
converge vers 0.

~Si0<a<V2ona f(]0,V2]) =]0,V2[ et pour tout x €]0, V2, f(x) < x donc (u,) est décroissante et minorée; elle
converge vers 0.

- SiV2 <aona f(]V2,+co[) =]V2, +oo[ et pour tout x €]V2,+oo[, f(x) > x donc (u,,) est strictement croissante et diverge
vers +oo.

On a donc E = [-V2,V2].

Passons maintenant a F : pour que la série Zun converge il est nécessaire que limu, = 0 et donc que a €] - V2,V2[.

Uper _ L+uy Un+1

1
Lorsque a # 0 on a pour tout n € N, u,, # 0 et —— = T” donc lim —— =3 d’apres le critére de d’Alembert la série (de

Up

signe constant) Zun converge. On a donc F :] -V2,V2].

B.

Question 11. Sl [£’(0)| > 1, considérons un réel k tel que 1 <k <|f’

f

0)I.
fx) ' k, soit |f (x)| = klx|.

Puisque hm = f'(0), il existe 1 > 0 tel que pour tout x € [-1,1],

Supposons la série E u, convergente; la suite (u,,) converge donc vers 0. Ainsi, il existe un rang p a partir duquel |u,| <1
On a donc pour tout 1 > p, |u,,,1| > kuy, puis |u,| > k" Plu,| (récurrence facile).
Mais si on avait |u,| > 0 ceci impliquerait lim |u,,| = +co, ce qui ne ce peut. On a donc u, = 0.

Réciproquement, s’il existe p € IN tel que u, = 0 alors pour tout n > p, u,, = 0 (car f(0) = 0). La série Zun est donc
convergente.

En conclusion, a € F si et seulement s’il existe p € N tel que u, = 0. En particulier, lorsque f est injective, pour tout x = 0,
f(x) = £(0) = 0 et ainsi, F = {0}.

Question 12. Représentons le graphe conjoint des fonctions f et Id. On y fait les constatations suivantes :

I'intervalle [1,+oo[ est stable et pour tout x € [1,+oo], f(x) < x;

— lintervalle ]0, 1] est stable et pour tout x €]0,1], f(x) > x;

f(]=00,—1[) =]2,+00[C]1, +00[;
- VYxe]-1,0[, f(x)<x
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On en déduit les résultats suivants :
— sia>1 lasuite (u,) est décroissante et tend vers 1;
— si 0 <a <1 lasuite (u,) est croissante et tend vers 1;
— sia =0, la suite est constante et tend donc vers 0;
— sia< -1 alors u; €]1,+0c0[ et d’apres le premier cas, la suite
(u,) décroit a partir du rang 1 et converge vers 1.

Reste le cas ou —1 < a < 0. Tant que u, reste dans l'intervalle
]-1,0[ la suite décroit. Mais les seules limites finies sur 0 et 1

1 donc il existe un rang N pour lequel uy < —1. Deux cas de figure
sont alors possibles :

7| — siuny =—1 alors uyn,1 =0 et la suite stationne en 0;

— siun < -1 alors un,1 > 1 et la suite (u,) décroit a partir du
3| rang N + 1 et converge vers 1.

Ainsi, on a montré que E = R.

Les valeurs a qui appartiennent a F sont donc celles pour lesquelles la suite stationne en 0, autrement dit a = 0 ou les

valeurs de a €] — 1, 0] pour lesquelles il existe N € IN tel que uy = —1.

Onauy= fN(a) soit a = f_N(—l). Ona f(x)= ZL donc les valeurs non nulles a de F sont les termes de la suite définie

a, -

[— an :

. 1 1 1 . . , -1

Les premiers termes —1, =32 "7 15 -+ hous permettent de deviner (puis de prouver par récurrence) que a, = ST
-1

donc en définitive, F = {0} U {ﬂ ’ ke IN*}.

parag=-leta, | = 3

C.

Question 13. D’apres l'inégalité des accroissements finis, pour tout x € R, |f (x)| < |x| donc |u,,,1| < |u,| : la suite (|u,|) est
décroissante. Etant minorée par 0 elle converge vers une limite ¢ vérifiant £ = |f ()|, soit f(£) =€ ou f(£) = (.
Posons g: x> f(x)—xeth: x> f(x)+x. Pour tout x € R, g’(x) = f'(x) =1 < =1 <0 et pour tout x e R*, h’(x) = f'(x)+1>0
donc ces deux fonctions sont strictement monotones. Elles s’annulent donc au plus une fois, et plus précisément en 0
puisque f(0)=0.Onadonc{=0,et E=R.

D’apres 1’égalité des accroissements finis cette fois, pour tout x € R* il existe ¢, strictement compris entre 0 et x et tel que
f(x) = xf’(cy). Sachant que f’(c,) < 0 on en déduit que x et f(x) sont de signes contraires, et donc que la suite (u,,) est
alternée. D’apres le critére spécial relatif aux séries alternées, la série ) u, converge, et ainsi F =1R.

Question 14.

31 /! Posons v, = |u,|. la suite (v,,) vérifie les relations vy = |a| = 0 et pour
/ tout n € N, v,.,1 =sh(v,,).
) Or sh(R,) =R, et pour tout x > 0, sh(x) < x donc si a > 0 la suite (v,,)
2 / est croissante et diverge vers +co.
J/ Il résulte de ceci que si a # 0 la suite (u,) est divergente, et donc que
T E=F={0).
-3 -2 -1 1 2 3
-1+
-2+
-3+
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