CORRIGE : FORMULES DE QUADRATURE (CENTRALE PC 2021)

I Geénéralités sur les formules de quadrature

I.A - Exemples élémentaires

1 1
1
Q1. Pour tout polynéme constant P =}, J- P(x)dx = A = P(0). En revanche, pour P =X, f P(x)dx = 3 # P(0) donc la
0 0
formule de quadrature I(f) = f(0) est d’ordre 0.

1 1
Q2. Pour tout polynéome P =aX +b € R [X], f P(x)dx == + b =P(1/2). En revanche, pour P = X2, J P(x)dx = % *

0
P(1/2) donc la formule de quadrature I(f) = f(1/2) est d ordre 1.

Q 3. Par linéarité, pour qu'une formule de quadrature soit exacte sur IR,[X] il faut et il suffit qu’elle soit exacte pour les
polynémes 1, X et X2, ce qui conduit aux conditions :

1:)\0+)\1+X2 )\0:1/6
1/2:X1/2+)\2 — )\1:2/3
1/3:X1/4+}\2 )\2:1/6
1 3
1 2/1 1
Pour P=X’ona J P(x)dx = i 5(5) T dong, par linéarité, la formule est exacte pour tous les polynomes d’ordre 3.
0

La formule I,(f) est donc au moins d’ordre 3 (et on peut montrer qu’elle est exactement d’ordre 3).

I.B- Construction de formules d’ordre quelconque

Q4. Soit P e Ker ¢. Alors degP < n et P s’annule au moins n + 1 fois donc P = 0. On en déduit que ¢ est injective, puis,

sachant que dimRR,,[X] = n+ 1 = dim(R"*!), que ¢ est un isomorphisme.

Q5. Sif(egp,...,e,) désigne la base canonique de R"!, en posant L = (p_l (ex) on définit une famille de polyndmes qui
vérifient @(L;) = ¢;, soit : Yj € [0,n]], L;(xj) = 9; ;.
Q6. Limage d’une base par I'isomorphisme ¢! est une base de R,,[X].

Q7. Parlinéarité, pour une formule de quadrature soit exacte sur R,,[X] il faut et il suffit qu’elle soit exacte sur une base
de R,[X]. En prenant pour base la base de Lagrange on obtient les conditions : ¥j € [[0,n], \; = [,(L;) = J;L]-(x)w(x)dx.

1

X-1/2)(X-1 .
Qs. OnaLoz((O_l/z—;EO_l)):2X2—3X+ldonc)»o=JO(2x2—3x+1)dx=g,
= Mx-1) 2 [ 2. 2
' 1/2(1/2-1) = 4(X-X) donc A0—4j0 (x—x%)dx = 3
X(X-1/2 1 1
L2:(1—1/£): X? - X donc XO:J. (2x2_x)dx:€.0n retrouve bien les valeurs de Q3.
- 0

I.C- Noyau de Peano et évaluation de l'erreur

m
Q9. Dapres la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre m, f(x) = P, (x) + R,,(x) ou P(x) = Z
T x—t)" (m+1)( m+1 k=0
Ry (x) = —f (Pm xt ( )dt.

fNa)

0 (x— a)k et

m!
a
Puisque la formule de quadrature est d ‘ordre m on a e(P,,) = 0, et ainsi, par linéarité, e(f) = e(R,,).

Q10. Considérons la fonction K,,, définie dans I’énoncé. On a :

b b b
o [ Katorm nds = [ gt ot ax)ar- fo @l )F V(1) d

m!

D’apres la formule d’inversion admise par I’énoncé,

;(Lb@m(x,t)f“"“() ()dx)dt_ JU (metfm+1()dt) ()dXZLme(x)w(x)dx
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b m

1 b (m+1)
done -+ [ Ku(F (0t = [ Ry(o(idx =) ARulxy) = e(Ry) =)
a a j=0

I.D - Exemple : méthode des trapézes

1 1 1— 1—
Q1L K(1)= | (s 1dx—hor (0.0)=Naga(11) = [ (=t =K
t

1 —
D’aprés la question 10, e(g) = —J- wg”(t)dt donc
0

1 391
” t(l_t) ” t(l_t) (l_t) 1 ”
< _— = — — = —
le(g)l <llg ”ooJ; 3 dt=|lg ”00[ 1 12 1o 12”8 lloo

Q12. La méthode des trapézes pour n = 3. T3(f) est l'aire colorée en bleu.

n—1

_ Ak+1
Q 13. Dr’apres la relation de Chasles, e(f) = b " ¢ (% f(x)dx — M). Le changement de variable
k=0 %
Y= x—hak donne :
b-a'r (! ai)+ f(a b-a (! 0)+ g (1 b—a '
()=t [ flashpay - L) 228y ([ g gy - SESEN) 220 (g
" i=sJo 2 = 2 "

en ayant posé gi : v — f(ax + hy).

2 . b-a © ” 7 ” ” ” . .
Q14. Onen déduit |e,(f) < on legk lloo,j0,1)- De plus, g (v) = > f”(ax + hy) donc lIg”lleo [0,1] < F2IIf " lloo, o) €t ainsi,
k=0
b —a 2 ” _ (b - (1)3 77
lenFN< S X2l s = = 1 e

II Polynomes orthogonaux et applications
II.A - étude d’un produit scalaire

(a® + b?). En particulier, |fgw| = |f VogVw| <

N =

Q 15. Pour tout (a,b) € R?, a® + b - 2|ab| = (Ja| - |b])> = 0 donc |ab| <
1

E(fzw +g%w). Les fonction f?w et g°w sont intégrables donc leur somme aussi, et par suite fgw est intégrable.
Q16. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions continues sur I : E contient la fonction nulle,
et pour tout (f,g) € B2 et \e R, (Af + g)%w = A2 f?w + 2Afgw + g°w est la somme de trois fonctions intégrables donc est
intégrable, i.e. A\f + g € E.

Q17. (f|g) estbien défini d’apres la question 15. La bilinéarité résulte de la linéarité de l'intégrale; la symétrie est
évidente, et la positivité résulte de la positivité de I'intégrale. Enfin, si (f | f) = 0 alors, la fonction f?w étant positive et

continue, pour tout x € T on a f(x)’w(x) = 0, et w ne s’annulant pas, f = 0. On a donc bien défini un produit scalaire.

II.B- Polynémes orthogonaux associés a un poids
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Q18. Supposons que p,, posséde strictement moins de 7 racines distinctes dans I. Alors deg g < n donc g € Vect(p, ..., py_1)
et par linéarité, (p,, | g) = 0.

Mais toutes les racines de p,, qui sont dans I sont racines d’ordre pair de p,q; ainsi, ce polyndme garde un signe constant
sur I, et par continuité I'égalité (p, | g) = 0 implique que p,q s’annule sur I. Ce polyndéme posséde alors une infinité de
racines donc est le polynéme nul, ce qui est absurde. On en déduit que degq = 1, autrement dit que p, posséde n racines
distinctes dans .

II.C - Applications : méthodes de quadrature de Gauss

Q 19. Il s’agit de trouver un polyndome de degré 2n + 2 pour lequel la formule de quadrature n’est pas exacte. Le
n

polynodme suggéré étant de degré n + 1, essayons son carré : P = I_[(X —x;)%. 11 s’agit d’un polynéme non nul & valeurs
k=0

positives donc jP(x)w(x)dx > 0. A contrario, 1,(P) = 0 donc on a nécessairement m < 2n + 1.
I

Q 20. Supposons que les x; soient les racines de p,,,1, et considérons un polynéme P de degré inférieur ou égal a 2n + 1.
La division euclidienne de P par p,,; s’écrit P =p,,;Q+ R avecdegR < n et degQ < n.

On a Q € Vect(pg,...,p,) donc (p,,1 | Q) = 0. Ainsi, fP(x)w(x)dx = fR(x)w(x)dx =I,(R) puisque la méthode est au
I I
moins d’ordre .

n
Par ailleurs, I,,(P) =1,(p,4+1 Q)+ L,(R) = Z)\kpn+1(Xk)Q(Xk) +1,(R) =1,(R) donc JP(x)w(x)dx =1I,(P). Ceci montre que la
k=0 I
méthode de quadrature est au moins d’ordre 21+ 1, donc d’ordre 2n + 1 d’apres la question précédente.

Réciproquement, supposons la méthode d’ordre 2n + 1. Elle est donc exacte pour le polynome P,L; qui est de degré 2n+1 :
n
fpn+1(x>Lk(x)w<x>dx = ) MLi()Paer (%)) = MePon (),
I .
j=0
Par ailleurs, degL, < degp,1 donc (Ly | p+1) = 0, ce qui implique Agp,11(xx) = 0. Il reste a montrer qu’aucun des Ay ne
peut étre nul pour pouvoir conclure que les x; sont les n + 1 racines distinctes de p,,;; dans I:

Sachant que la méthode est d’ordre 2n + 1, elle est exacte pour le polyndéme Li et ainsi A]% = ij(x)zw(x)dx > 0 puisque
I

L n’est pas le polynome nul donc Ay = 0.
II.D - Exemples 1

1
Q21. Onapg=1.0n pose p; =x+a et lacondition J po(x)p1(x)dx = 0 donne p; = x.
-1

1 1
On pose p; = x% +ax + b. Les conditions J po(x)pa(x)dx =0 et J p1(x)p2(x)dx = 0 donnent % +2b=0et %a =0 donc
-1 -1

pa=x*-1/3.
3 2 ! . 2 2 2
On pose p3 = x” + ax” + bx + c. Les conditions J- pj(x)ps(x)dx = 0 pour j € {0,1,2} donnent 34 +2c=0, G + gb =0et
-1
8 3
= 0 donc p3 = x° - $*
Q 22. Posons xy = —V3/5, x; = 0 et x, = V3/5. Ce sont les racines de p3 donc d’apres la question 20 on obtient une

méthode d’ordre 5 en choisissant (en posant « = V3/5) :

1 _ 1 _ 1
)‘0:_[ -0y 5 )‘1:—[ wdx:g A2=J x(x+a)dx:g

-1 20(2 9 1 —Otz 1 20(2

La formule de quadrature est donc I3(f) = gf(—‘\/3/5) + gf(O) + gf(\/3/5).

II.E- Exemple 2

1 1
Q23. Auvoisinage de 1, x*w(x) ~ . La fonction x > est intégrable sur [0, 1] donc x — x*w(x) aussi.
8 1 241 —x V1-x 8
1 1
Au voisinage de —1, [x¥|w(x) ~ . La fonction x est intégrable sur ]-1,0[ donc x - x*w(x) aussi.

-1 2v1+x V1+x

Fw(x) est intégrable sur 1.

On en déduit que x — x
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Q24. Qp(x)=1, Qq(x) = x et pour tout n € IN, pour tout 0 € R, 2cosOcos(n + 1)0 = cos(n + 2)0 + cos(n0) donc pour
0 = arccos(x), Qy42(x) = 2xQ,11 (x) — Qp(x).

Q 25. On démontre par récurrence sur n que Q,, est une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant
égala 1sin=0eta2" ! sinon.
1
Q26. Posonspy=Qg=1letp, = zn—_lQ,, pour n > 1. Il s’agit d’'une famille de polynomes unitaires échelonnée en degré.
De plus, pour i # j, le changement de variable x = cos 6 conduit a :
TC 1 TC

- /0) cos(j0)d0 = = ( [+ /)0 + cos(i - e)de_ [

(pl | p]> j \/_—xz 0 COS(Z )COS(] ) 2 L COS(Z ]) COS(Z ]) 2

donc il s’agit bien de la suite de polyndmes orthogonaux associée au poids w.

sin(i + /)0 +sin(i—j)6 T

— =0
i+j i-j lo

Q27. Laformule de quadrature est d’ordre maximal lorsqu’on choisit pour xy,..., x, les racines de Q,,;; (question 20). Si

on pose 0 = arccos(x) pour x € [-1,1] alors Q,;1(x) =0 < 6= 2(1;:_ 0 mod (ni( 1 ) Ceci nous donne 7n + 1 racines dans
(2k+1)m

[-1,1] (il ne peut donc y en avoir d’autre puisque degQ,, .1 =n+1):x,_; = cos( ), k € [0,n] (ils sont numérotés

2(n+1)
de sorte a avoir xg < xy <-+- < Xy).

IIT Accélération de la méthode des trapezes

III.A - Nombres b, et polynomes B,

Q 28. Soit 0 < p <R.Lasuite (a,p") est bornée donc il existe M > 1 tel que pour tout n € N, |afp”" < M, soit |a| < Mp™".
Pour g >Mp ! ona (car M > 1) |ar,,| < Mp™" < (Mp™1)" < ¢".

+00
Q 29. On peut réaliser le produit de Cauchy de S et de 1/S au voisinage de 0 pour obtenir: 1 = Z( Z By )z”
n=0 p+q=n
Par unicité du développement en série entiére on en déduit ayfy = 1 et pour tout n > 1, Z apBy = 0 soit By =1 et

n p+q=n
- Zapﬁn_p pour n>1
=1

On montre alors par récurrence sur # que |8,| < (29)"
— Clest vrai pour n=1;

- sin > 1, supposons le résultat acquis jusqu’au rang n—1; alors :

n n n
Bul <) laphBupl < ) q"(2q)" P =q") 2" =q"(2"~1))<(29)"
p=1 p=1 p=1

donc la récurrence se propage.
Q 30. Réciproquement, considérons la suite (§,) définie par les relations de récurrence obtenues a la question 29.
Toujours d’aprés cette question, on a |8, < (29)" donc le rayon de convergence de la série Zﬁnz” est supérieur ou égal a

1/(2q). Pour |z| < 1/(29) on peut réaliser le produit de Cauchy des séries Za”z” et Z[ﬁz" et par construction on obtient :

1
(Zan )(Z[in ) =1, ce qui montre que Z[&n =50 lorsque |z| < 1/(24). Nous avons bien montré que 1/S est

developpable en série entiere au voisinage de O

z

Q31. LafonctionS:z— €

donc d’apres la question précédente, son inverse est développable en série entiere au voisinage de 0. Il existe donc r > 0 tel

(prolongée par continuité en posant S(0) = 1) est développable en série entiére sur C

+00
z
que 0 <|z| < r implique e Zn—':z" (I'unicité de la suite (b,) résulte de I'unicité du développement en série entiére).
n=0
b,
Q 32. Le produit de Cauchy obtenu a la question 29 peut étre réutilisé ici avec «,, = ) et p, = —, ce qui donne
n n!
n n b n-1
bp=1et 0y—gPg = 0 pour n > 1 soit — 1 _ -0 pour n > 1, ou encore ( )b =0 pour n > 2 en ré-indéxant.
qu' nqarq q_Zqu!(n—q+1)! qu'q
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Q 33. Pour n = 2, 3, 4 et 5 on obtient : b0+2b1 = 0, b0+3b1+3b2 = 0, b0+4b1+6b2+4b3 =0et b0+5b1+10b2+10b3+5b4 = 0,

1 1
relations qui permettent d’obtenir by = —5 b, = % by=0etby = ~30°
z 1+2/2)—(1-2/2)e* (1+2z/2)e > ~(1-2/2)e*?
—byp—by1z= ( /2) = /2) = ( /2) ( /2) . On constate que cette quantité
ez—1 ez -1 ez/2 _e-z/2
est paire. Etant développable en série entiére, tous ses coefficients de rang impair sont nuls, ce qui se traduit par bopi1 =0

pour p > 1.

Q 34. Calculons

1 1 3 1 1
Q35. Dapreslaquestion 33, By =1, B; =X~ —, By = X2 -X+ o Bs= X3 - EX2 +5X By = Xt-2x3+x2- 30

Remarque. Ces polyndémes sont les polynémes de Bernoulli.

Q 36. Larelation obtenue a la question 32 donne pour tout > 2, B,,(1) - b,,, = 0, soit B,,(1) = b,, = B,,,(0).

m—1 m—1
-1
Pour tout m > 1, B/, (x) = Z(m—k)(,;:)bkxm_l‘k = Zm(mk )xm‘l‘k = mB,,_;.
k=0 k=0

III.B - Développement asymptotique de 'erreur dans la méthode des trapézes

Q 37. Pour tout k € [0,n —1]] on applique sur 'intervalle [k,k + 1] le schéma d’intégration par parties suivant :

+ | g(x) 1
-1 ¢ (x) x-k-1/2

k+1 k k+1 k+1 1 k k+1 k+1 ,
fk g(x)dx=%—fk g’(x)(x—k—ﬂdu%—fk ¢/ (x)By (x— [x]) dx

pour obtenir :

car By(x) =x - % et sur ]k, k+ 1[, [x] = k. On conclut a I’aide de la relation de Chasles.

gP(x) pB,_i(x—k)

donne :
gPl(x)  By(x—k)

Q 38. Sur l'intervalle [k, k + 1], I'intégration par parties suivante :

k+1 k+1
pf By_1 (x— [x))g¥ ) (x) dx = by (g7~ (k + 1) - g~V (k) —f B, (x — Lx])g®)(x) dx
k k

soit encore : (-1 Jkﬂ By 1(x- Lx))g'P~ ) (x) dx - (1P JHI By(x— Lx))g"P) (x)dx = (-1)P~! b_p(g(p_l)(k +1) —g(”‘”(k))-
Par télescopafgpe_orll)i)bt];ent en sommant pour p € [[2, mlﬁ!: ‘ a
—fkﬂ By (x— [x])g () dx— T fk“ By (- Leg® () = ) (1P 2 (g k1) - g (1)
k mt J P = p!
En sommant cette fois pour k € [0,n— 1] on obtient :
_JnB (x— Lx))g () dx— an (x—[x))gP) (x)dx = i(_l)P—lb_P E( P (k+1)- g (k)
) ! g ml J, P 8 L 1L 8 8
au b
=) O (g g7 (0))
p=2

Il reste a reporter dans la relation obtenue a la question 37 pour obtenir le résultat demandé.

Q 39. Considérons la fonction g : [0,1n] — R définie par g(y) = f(a + yb—;a). Le changement de variable x =a + yb—;a

b _ 1
donne : j f(x)dx = % g(y)dy. La question 38 (en remplacant m par 2m) donne alors :
a 0

b b— 2m 1) 1p
[ max=min+ 2ty B8

p=2

1 b-a

: (g(p_l)(”) —g(p_l)(o))Jr @l n

jn By (x — Lx )1 (x) dx
0
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On ag(k)(}’) = (b;a)kf(k)(a+ybni)et byks1 =0 pour k > 1 donc
b " by (b —a\2 b—g\2m+l (n
Lf(x)dszn(f)—l;(z—;f)!( ) (- a4 o () | B (a 2 an
m _ g\2m+1 n _
STf)- ) S tpan(n)  avec pzm(m:@(b 1) 0 B Lxl) 0+ ) dx

Il
—_

p

Puisque x — | x| € [0,1] on dispose de la majoration suivante :

n b —a n
| "Bt Lo =) ] < gt WBanlnsons [ 05 = nIF P es g B o
0 0

(b _ a)2m+1

o (2m)! ||f(2m)||oo,[a,b]-||Bzm||oo,[o,1] (I’énoncé a oublié de préciser

. . . C
ce qui donne la majoration |p;,,(n)| < — avec Copy =
n

que cette constante C,,, dépend aussi de f).
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