
Pour vendredi 22 décembre 2023 PC∗

Autour des sommes d’Euler (Centrale MP 2015 – extrait)

Durée : libre

Dans tout le problème, on note pour tout entier n > 1, Hn =
n∑

k=1

1
k

= 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

.

On note ζ la fonction définie pour x > 1 par ζ(x) =
+∞∑
n=1

1
nx

.

Le but du problème est d’étudier des séries faisant intervenir la suite (Hn) et notamment d’obtenir une relation due à

Euler qui exprime, pour r entier naturel supérieur ou égal à 2,
+∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)r
à l’aide de la valeur de la fonction ζ en certains

points entiers.

I Représentation intégrale de sommes de séries

I. A –

Q 1. Justifier que la série de terme général an =
1
n
−
∫ n

n−1

dt
t

converge.

Q 2. Montrer qu’il existe une constante réelle A telle que Hn =
+∞

lnn+ A + o(1). En déduire que Hn ∼ lnn.

I. B – Soit r un entier naturel.

Q 3. Pour quelles valeurs de r la série
∑
n>1

Hn

(n+ 1)r
est-elle convergente?

Dans toute la suite on notera Sr =
+∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)r
lorsque la série converge.

I. C –

Q 4. Donner sans démonstration les développements en série entière des fonctions t 7→ ln(1− t) et t 7→ 1
1− t

ainsi que

leur rayon de convergence.

Q 5. En déduire que la fonction t 7−→ − ln(1− t)
1− t

est développable en série entière sur ]− 1,1[ et préciser son développe-

ment en série entière à l’aide des réels Hn.

I.D – Pour tout couple d’entiers naturels (p,q) et pour tout ε ∈]0,1[, on note :

Ip,q =
∫ 1

0
tp(ln t)q dt et Iεp,q =

∫ 1

ε

tp(ln t)q dt.

Q 6. Montrer que l’intégrale Ip,q existe pour tout couple d’entiers naturels (p,q).

Q 7. Montrer que ∀p ∈N, ∀q ∈N∗, ∀ε ∈]0,1[, Iεp,q = −
q

p+ 1
Iεp,q−1 −

εp+1(lnε)q

p+ 1
.

Q 8. En déduire que l’on a : ∀p ∈N, ∀q ∈N∗, Ip,q = −
q

p+ 1
Ip,q−1.

Q 9. En déduire une expression de Ip,q en fonction des entiers p et q.

I. E – Soit r un entier naturel non nul et f une fonction développable en série entière sur ]−1,1[.

On suppose que pour tout x ∈ ]−1,1[, f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n et que

∑
n>0

an
(n+ 1)r

converge absolument.

Q 10. Montrer que
∫ 1

0
(ln t)r−1f (t)dt = (−1)r−1(r − 1)!

+∞∑
n=0

an
(n+ 1)r

.
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I. F –

Q 11. Déduire des questions précédentes que pour tout entier r > 2,

Sr =
+∞∑
n=1

Hn

(n+ 1)r
=

(−1)r

(r − 1)!

∫ 1

0
(ln t)r−1 ln(1− t)

1− t
dt.

Q 12. Établir que l’on a alors Sr =
(−1)r

2(r − 2)!

∫ 1

0

(ln t)r−2(ln(1− t))2

t
dt.

Q 13. En déduire que S2 =
1
2

∫ 1

0

(ln t)2

1− t
dt, puis trouver la valeur de S2 en fonction de ζ(3).
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