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CORRIGE : AUTOUR DE LA FORMULE DE STIRLING (CENTRALE PSI 2023 — EXTRAIT)

I Intégrale de Gauss
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Q1. Auvoisinagede +coe™ = O(e™)et f e~'dt converge donc l'intégrale j e " dt converge.
+00 0 0

2 2
e—(t +1)x

2. Notons h(x,t) = ——
Q otons h(x, t) o]

définie.
Pour tout ¢ € [0,1] la fonction x +— h(x, t) est paire donc la fonction f est paire.

. Pour tout x € R la fonction ¢ — h(x, t) est définie et continue sur [0,1] donc f(x) est bien

1
dt T
Enfin, f(0) = —— =arctan(1l)—arctan(0) = —.
nfin, f(0) J; i arctan(1) —arctan(0) 1

Q3. Appliquons le théoreme de dérivation sous le signe intégral sur l'intervalle [-a,a] aveca>0:
— pour tout x € [—a, 4], la fonction t > h(x, t) est intégrable sur [0,1];

oh
— pour tout ¢ €[0,1] la fonction x  h(x, t) est de classe ¢! et —(x,t) = —2xe7(t2+1)x2;

ox

oh
ot t)| <2a=d(1).

La fonction ¢ est intégrable sur [0,1] donc le théoréme s’applique : f est de classe €' sur [—a,a], puis sur R par

1 1
2 2 2 2.2
e WHDX" gy — _oye* J e ¥ dt.
0

— pour tout x € [-a, 4],

recouvrement, et f’(x) = —2xj
0

. 2 . SR Loy ) e
Q4. Lafonction t > e™"" est continue sur R donc d’apres le théoréme fondamental de 1’analyse, g est définie et de classe

€' sur R, avec g'(x) = e,

X
Q5. Pour tout x # 0, le changement de variable u = tx donne : f’(x) = -2 e f e du = -2¢’(x)g(x), égalité qui se
0
prolonge pour x = 0 par continuité.
Q6. On en déduit en intégrant l'existence d’une constante K telle que pour tout x € R, f(x) = —g(x)? + K, puis, sachant
que f(0) = % et g(0) =0, que pour tout x € R, f(x) = % —g(x)%
Q7. Appliquons le théoréme d’interversion limite/intégrale a la fonction f :
— pour tout x € R, la fonction ¢ — h(x, t) est intégrable sur [0,1];
— pour tout t €[0,1], lirp h(x,t)=0;
X—+0o0
1
h(x, )] < 5= = (o).

— pour tout x € R, =
P t2+1

1
La fonction ¢ est intégrable sur [0,1] donc le théoréme s’applique : limf(x) = J lim h(x,t)dt =0.

o X—too

+0o0
De ceci il résulte que lim g(x) = g puis, sachant que g est positive sur R, que lim g(x) = \/TE, soit J et dt = VTR
+00 +00 0

II Formule de Stirling

I1.A -
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Q8. PourtoutnelN,t"e™ = O(e™?)et f e /2 dt converge donc I,, est une intégrale convergente.
0

a a
et dt = [—t"“ e fdt+(n+ 1)J t"e~" dt puis faisons tendre a vers

Q9. Réalisons un changement de variable : J
0

0
400 :on obtient I, = (n+ 1)1,

Sachant que Iy = 1 on en déduit par récurrence que pour tout n € IN, I,, = nl.
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Q10. Réalisons le changement de variable ¢ = 1 + yV/n. Ce dernier est bijectif donc la nature de I'intégrale n’est pas
+00

+0o0 n n
modifiée, et ainsi n! = \/ﬁj (n + yx/ﬁ)n e "IV gy = \/E(E) f (1 + L) e VVidy.
—\n e/ J_ya \n
Q11. Fixons y € R. Pour n assez grand on a —\/n <y et alors

2

fa¥) = (1 + %)n e ¥V = exp(nln(l + %)—yx/ﬁ) = exp(—% +o(1))

n
. . 2
donc (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f : x > e™¥/2.

2
1
Q12. Onaln(l+x) =x- % +0(x?) donc lign q(x) = 5 On peut donc prolonger g par continuité sur |—1,+oo[ en posant :

x—In(1+x)

g(x) = x2
1/2 six=0

six=0

Lou 1 (! 1 7 1 L1
Q13. PourxiOoncalculej du:—j (1— )du:;[u—;ln(l+ux)] :;——1n(1+x):q(x)etpour
0

o l+ux X 1+ux 0 x?
1
x:O,J udu =
0

Q14. Soit -1 <x <y. Pour tout [0,1],

= g(0) donc I'égalité est bien vérifiée pour tout x > —1.

N =

u u

du.

<
1+uy " 1+ux

1 1
. I u
donc par croissance de 'intégrale, J du < j
0

o 1+uy 1+ux

q est bien une fonction décroissante.

Considérons maintenant un réel y € IR.
Sip<—vynalors f,(y) =0<e?72
Siy>—vVnalors f,(y) = exp(nln(l %) y\/_) = exp( (%)) La fonction g étant décroissante, on en déduit :

- si—\/ﬁ<y<0alorsfn(y)<exp( v24(0 )—e‘y/ ;
- siy>0alors Y < <y donc f,(y) < exp( q(y )) =(1+y)e”?
Nz
Q15. Appliquons le théoréme de convergence dominée a la suite u,, = j fuly)dy :

R . . . 2 . .
d’apres la question 11 la suite (f,,) converge simplement vers f : y > e™ /2, fonction continue par morceaux;

(1+y)e™? siy=0

2
e V2

— d’apres la question 14, pour tout n € IN, pour tout y € R, 0 < f,(v) < $(v) avec d(y) = { ] 0 ;
siy<

la fonction ¢ est continue par morceaux, ¢(x) = O(e*y/Z) et p(x) = O(ey/z) donc la fonction ¢ est intégrable sur R.

+00 +00 +00 +00
Le théoreme de convergence dominée s’applique : limf fuly)dy = f eV/? dy = \/Ej e dx= Zﬁf e dx =
—oo —o0 —o0 0
V27 d’apres la premiére partie.
n\n (T n\"
Mais d’apres la question 10 on a n! = \/ﬁ(g) J fa(y)dy, donc n! ~ VZTm(E) .
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