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CORRIGE : ENDOMORPHISMES NILPOTENTS (CENTRALE PSI 2019 — EXTRAIT)

I Premiers résultats
Q1. Leseul endomorphisme nilpotent d’indice 1 est 'endomorphisme nul.

I.A - Réduction d’une matrice de M, (C) nilpotente d’indice 2
Q2. uP7! n'est pas 'endomorphisme nul donc il existe x € E tel que uP~!(x) = 0.

Q3. Supposons I'existence d’une famille (Ag,..., A, 1) non identiquement nulle telle que Agx+Ayu(x)+---+ A, 1 uPl(x) =
0, et notons i le plus petit indice tel que A; = 0. On a ainsi Aju' (x)+--- + Ap_lupfl(x) = 0. En composant cette égalité par
uP~1=1 on obtient, sachant que 1*(x) = 0 pour k > p : \;uP~(x) + 0 = 0, ce qui est absurde puisque uP~!(x) = 0 et qu’on a

supposé A; # 0. On en déduit que la famille (uk(x)) | est libre.

0<k<p-
Sachant que dimE = 2 on en déduit que p < 2, puis que p = 2.

Q4. Puisque u> = uou =0 on a déja Imu C Keru. Mais d’aprés le théoréeme du rang, dim(Imu) + dim(Keru) = 2,

donc deux cas sont possibles : ou bien dim(Imu) = 0 et dim(Ker u) = 2, mais alors u = 0 et p = 1 ce qui exclus, ou bien
dim(Imu) = dim(Keru) = 1, auquel cas Imu = Keru.

Q5. Soit x € E tel que u(x) = 0. On pose e; = x et e, = u(x). D’aprés Q3 la famille (e) est libre donc est une base de E, et
on a bien Mat (1) = J5.

I.B- Réduction d’'une matrice de M,,(C) nilpotente d’indice 2
Q6. Onawuou=0doncImu CKeru.D’apres le théoreme du rang, rgu < dim(Keru) = n—rgu donc 2r < n.

Q7. Supposer Imu = Keru implique 2r = n. Soit H un supplémentaire de Keru; on a donc dimH = r. Soit (ey,...,e,)

une base de H. On sait que la restriction de u a H définit un isomorphisme entre H et Imu donc (u(el )seees u(er)) est une

base de Im u. Puisque E =Imu @& H on en déduit que (el, u(ey),...,e., u(er)) est une base de E.

Q8. Puisque u? = 0 la matrice associée & u dans cette base est la matrice diag(J,,...,J) € M,,(C).
————’
r fois

Q9. On procede comme en Q7 : (eq,...,e,) est une base d’un supplémentaire H de Keru, (u(el), ceey u(e,)) est alors une
base de Imu qu’on peut compléter par des vecteurs vy,...,v,_;, pour former une base de Ker u puisque Imu G Keru. On
obtient en concaténant une base de E = Hé® Ker u.

Q10. Dans cette base la matrice associée a u est diag(J,,...,J2,J1,-..,]1)-

rfois  n—2r fois

I.C - Valeurs propres d’'une matrice nilpotente

Q 11. Soit A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé a A. On a AX = AX et APX = A’X donc si A est
nilpotente d’indice p, A’X = 0 et donc A = 0 puisque X = 0.

Q12. Ainsi, si A est nilpotente et diagonalisable elle est semblable a diag(0,...,0) donc a la matrice nulle. On a donc
A =0; c’est la seule matrice nilpotente et diagonalisable.

Q 13. Soit T € M,,(C) une matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle, (e) la base canonique de C" et Hy =
Vect(ey,...,e,). Puisque T est triangulaire inférieure a diagonale nulle, on a T(Hy) C Hyyy pour k <n—1 et T(H,) = {0}.
On en déduit que pour tout i € [1,n—1]), T"(Hy) C Hy,; pour k < n—1i et T'(Hy) = {0} sinon.

En particulier, T"(C") = T"(H;) = {0}, ce qui signifie que T" = 0 : la matrice T est nilpotente.

Dans M,,(C) toute matrice est semblable a une matrice triangulaire inférieure, et sur sa diagonale se trouvent ses valeurs
propres, nulles d’aprés Q11.

Q14. Si0est'unique valeur propre de A, cette matrice est semblable dans M,,(C) a une matrice triangulaire inférieure
a diagonale nulle; elle est donc nilpotente d’apres la question précédente.
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I.D - Racines carrées de matrices nilpotentes

Q15. OncalculetrA=1+6-7=0etrgA =1 puisque les deuxiéme et troisiéme colonne de A sont proportionnelles a
la premiere. 0 est donc valeur propre au moins d’ordre 2 de A, et s’il existait une autre valeur propre non nulle, la trace de
A ne pourrait étre nulle, donc X, (X) = X3.

D’aprés Q14, la matrice A est nilpotente, et un calcul élémentaire donne A® = 0 : son indice de nilpotence est donc 2.

Q 16. La matrice A vérifie les hypothéses de la question Q10 donc A est semblable a diag(J,,];). Pour trouver une

matrice de passage P laquelle P AP = diag(J,,J1), on suit la démarche de Q9 : e; = (1,0,0) ¢ Ker A donc H = Vect(e;)
est un supplémentaire de Keru. On pose e, = Ae; =(1,2,1) € Ker A, qu’on complete par un autre vecteur de Ker A, par

1 1 -3
exemple v; =(-3,1,0). Cecinous donneP=|0 2 1 |

01 0
Q17. Soitx = u(y) € Imu. Alors p(x) = po u(y) = p>(y) = u 0 p() € Imu donc Im u est stable par p.
Soit x € Keru. Alors u(p(x)) = p3(x) =pou(x)=p(0) =0 donc p(x) € Keru et Ker uest stable par p.
On a p? = u donc p* = u? = 0 et p est nilpotent.

Q18. Posons R’ = P"'RP. Avec les notations de Q16, R’ est la matrice de p dans la base (e1,ep,v1), et Imu = Vect(ey),

a 0 0
Keru = Vect(e,, e3). D’aprés Q17 ceci impose a R” d’étre de la forme : R" = [b d e].

c 0 f
On sait aussi que R’ est nilpotente, donc Xy (X) = X3. Or on calcule sans peine Xr/(X) = (X —a)(X -d)(X - f) donc
a=d=f=0.

0 00 0 0 0
OnadoncR'=|b 0 e] et R = [Ce 0 0]. Enfin, R> = A & R? =diag(J,,J;) donc R? = A & ce=1.
c 0 0 0 0 O
0 0 O
Les matrices vérifiant R? = A s’écrivent donc R = P[b 0 1/C]P1 avecbeCetceC.
c 0 O
0 00
Q19. OnaR%= j2=10 0 0] et R® =J3J = 0. La matrice R est donc nilpotente. D’aprés Q13 I'indice de nilpotence de
1 0 0

R est inférieur ou égal a sa taille donc a 3. Mais ceci est absurde puisque R* # 0. La matrice J3 ne posséde donc pas de
racine carrée.

Q20. OnaR% =VP =0 donc R est nilpotente. Toujours d’aprés Q13 on a donc R" = 0. Mais R2P~1) = VP! 2 0 donc
2p —2 < n, soit 2p — 1 < n. Par contraposée on en déduit que si 2p — 1 > n il n’existe aucune solution.
Q21. Posons M =diag(A,Ji,...,J1), la matrice A étant définie au début de la partie .D. On a M? = diag(Az,Il,. .,J1)=0

car A% = 0 donc M est nilpotente d’indice 2, et M = NZou N = diag(R,]Jy,...,J1), la matrice R étant 'une de celles trouvées
a la question Q18.

I Deuxieme partie

II.A - Réduction des matrices nilpotentes

Q 22. Pour tout y € Imu, u(y) € Imu donc Imu est stable par u. Pour tout y = u(x) € Imu, up_l(y) = uP(x) = 0 donc
I'induit de u sur Imu est nilpotent, d’indice inférieur ou égal a p — 1.

Par ailleurs, par définition de p il existe x € E tel que uP~!(x) # 0, ce qui s’écrit aussi uP () # 0 en posant y = u(x) € Imu.
L’induit de u# sur Imu est donc nilpotent d’indice p — 1.

Q 23. Pourtoutk €N, u(uk(x)) = uk+1(x) € C,(x) donc C,(x) est stable par u.

Puisque u est nilpotent d’indice p, on a u”(x) = 0 donc ’ensemble {k eN | uk(x) = 0} est non vide et posséde donc un plus
petit élément, que 'on note s(x).

Q24. Pourk>s(x)ona uk(x) = 0 donc la famille (x, u(x),...,us™1 (x)) engendre C,(x). Supposons qu’elle soit liée :
s(x)—1
il existe donc Ay, ..., Ag(x)-1 non tous nuls tels que Z Axuf(x) = 0. En notant i le plus petit indice tel que A; # 0 et en
k=0
composant par u° on obtient \;u*™~1(x) = 0 soit #*®~!(x) = 0, ce qui contredit la définition de s(x). Il s’agit donc
bien d’une base de C,(x), et dans cette base, la matrice de I'induit sur C,,(x) est la matrice J(y)-.

(x)—i-1
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Q 25. Attention, c’est une question difficile! Raisonnons par récurrence sur p.
— Sip =1, u est 'endomorphisme nul, et toute base (x1,...,x,) de E convient puisque C,(x;) = Vect(x;).

— Sip > 2, supposons le résultat acquis au rang p — 1. D’aprés Q22 on peut appliquer I’hypothése de récurrence a I'induit

t
de u sur Imu : il existe des vecteurs yy,...,7; de Imu tels que Imu = EB C,(vi).

i=1
y; € Imu donc il existe x; € E tel que y; = u(x;), et d’apres Q24, s(x;) = s(y;) + 1 et C,,(x;) = Vect(x;) ® C,(;).
Notons que la famille (xq,...,x;) est libre : si tel n’était pas le cas, en composant une combinaison de ces vecteurs par u
on obtiendrait une combinaison linéaire non triviale de la famille (y;,...,v;) qui ne serait donc pas libre, en contradiction
avec I’hypothese de récurrence.

t
Ceci montre que la somme H; = @ C,(x;) = Vect(xy,...x;) ®Imu est directe, de dimension rgu + .
i=1

t t
Observons maintenant que H;NKeru = @ C,(x;)NKeru = @Vect(us("i)_l(x,-)). La famille (us("l xy),.. w0 (xt))
i=1 i=1

est une famille libre de Keru, que l'on peut compléter par des vecteurs x,1,...,X,_rg, pour former une base de Keru.
n-rgu

Pour chacun de ces vecteurs, C,,(x;) = Vect(x;) donc la somme H, = @ C,(x;) est directe, de dimension n—rgu —t
i=t+1

et par construction la somme H; @ H; est directe donc de dimension (rgu + t) + (n—rgu —t) = n, donc égale a n. Nous

avons montré que la récurrence se propage.

Remarque. Au passage, nous avons montré que l'entier t qui apparait dans la formule est égal a n—rgu.

Q26. D’apres Q24, la matrice associée a u dans une base adaptée a cette décomposition est diag(Js(x,),---»Js(x,))-
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