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CORRIGE : ETUDE AU BORD DU DISQUE DE CONVERGENCE (CENTRALE PC 2004 - EXTRAIT)

I Calculs préliminaires

. . . 2

I. A — Pour tout x € [0,t] on a sinx > 0. Posons f : x > x—sinx et g: x > sinx — —x.

Pour tout x € [0, 7], f'(x) =1 —cosx > 0 donc f est croissante; or f(0) = 0 donc pour tout x € [0, 1], f(x) > 0, soit sinx < x.

Pour tout x € [0, 7], g’(x) = cosx — - donc g est croissante sur [0, ] et décroissante sur [a, Tt], avec o = arccos(;). Sachant
2

que g(0) = g(™) = 0 on en déduit que pour tout x € [0, ], g(x) > 0, soit sinx > X

1. el . elinx _q ) einx _1 . no 1
I.LB-Ona Y ef*=¢ Zelk" =e'* e e¥/2 Sisin(a/2)" Or e ~1| < 2 donc Ze’k" <—.
— — elr — isin(x/2) — |sin(x/2)|
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I.C.2) La suite (V,) est bornée donc (uy — 1y 1) Vi = O(|uk - uk+1|), ce qui prouve la convergence absolue de la série
Z(uk —uy,1)Vg. La suite (V) est bornée et la suite (u,) converge vers 0 donc limu,,V,, = 0. L’égalité précédente montre
k>1

alors que la suite des sommes partielles de la série Zunvn posséde une limite, autrement dit que la série converge.

I.C.3) Si la suite (u,) converge on peut affirmer d’aprés le principe du télescopage que la série Z(uk —uy,1) converge. Si,
de plus, la suite (u,) est décroissante alors |uy — uy 1| = Uy — ug,1 et toutes les conditions sont réunies pour appliquer la
question précédente : la série Zu,,vn converge.

. 1 ; . L .
L. D - Soit x € R\ 2tZ. Posons pour n > 1 u,, = — et v,, = ¢'""*. La suite (u,) décroit et tend vers 0, et la question I.B montre
n

que la suite des sommes partielles (V,) est bornée. On peut donc appliquer la question précédente pour en conclure que la

o einx . o . L. cos(nx) = sin(nx)
série E converge. Il en est donc de méme de ses parties réelle et imaginaire E et .
n

n n
1 1
Sixe2nZona = et Z«Z diverge, et =0et ZO converge.

cos(nx) sin(nx)

II' Quelques exemples d’ensembles C,

II. A - Soit p < Ry. La série anp” = Zan(pRa)” converge donc pR,; < R,, et p < 1. Ceci prouve que [0,R,[ € [0,1] soit
Ry <1.
Soit p < 1. Alors pR, < R, donc la série Zun(pRG)” = anp” converge et p < R. Ceci prouve que [0,1[ C [0,R;] soit
1 <Ry.

II.B -

II.B.1) Pour tout z € C tel que |z| =1 on a |a,z"| = |a,| donc la série Zanz” converge absolument. Ainsi, C, est le cercle
unité.

II.B.2) On a||f,|l = la,| donc la convergence de f, est normale, et donc uniforme, sur I. Chacune des fonctions f, étant
continue, on en déduit que la somme de cette série de fonctions est continue sur I.

1 L. .
I1.B.3) Pour g, = —— lasérie Z|a,,| converge donc C, est le cercle unité.

(n+1)
II.C- Poura,=1onaR,=1etC,=@.
I.D -
II.D.1) La série Zanzg converge donc R, > |zo| = 1.

Sion avait R, > 1, zj serait a 'intérieur du disque ouvert de convergence et la convergence de E a,z; serait absolue. Il
n’en est rien, donc R, = 1.
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I1.D. 2) 111rr1|’|1+1—n| = H = |z| donc d’apres le critere de d’Alembert, |z| <1 = E a,z" converge absolument, et
a,z
z|>1 = E a,z" diverge. On en déduit que R, = 1.

inx

. z i , N . s .
Soit z € C tel que |z| =1 et z # &. Posons T =e*avecxe R\2nZ.On a q,z" = donc d’apres la question I.D la série
Za,,z" converge et ainsi z € C,,.

En revanchesiz=&onaa,&" = m donc la série Zanén diverge et £ ¢ C,. Ainsi, C, est égal au cercle unité privé de &.

p
1 L N x" e s .
II.D. 3) Posons a, = Z«n_é” Chacune des séries entieres Z T est définie sur le cercle unité privé du seul point &;
k= k k

donc leur somme est définie sur le cercle unité privé des p points y,..., .

cosn 1( 1 1 N e . - i
I.D.4) Ona =5\t — ) donc d’apres II.D.3 on a R, =1 et C, est le cercle unité privé des points e™’ et e’.

n ne ne-

La série Zlanl ne peut étre convergente, faute de quoi d’apres II.B.1 on aurait C, égal au cercle unité.
IIT Un exemple pour lequel C, est le cercle unité et E la,| diverge

o 1 - .
III.A - Ona Vn—1<p<+/ndonclorsque n tend vers +co on a p ~ Vn et ainsi |a,,| ~ pe La série Zla,,l est donc divergente.

IIl.B -

(-1)P N-P2+1

(-1)* o _
P2 Ainsi, |[Ry| = 2

II1.B.1) Pour tout n € [P?,N] on a a, = BT donc Ry =(N-P?2+1)
2P +1
P2

, et puisque N <

(P+1)2-1, Ry <

P21 P-1 (p+1)°-1 (c1p 2

ILB.2) OnaAp_ ;= ) a,= =
n=1 p=1 Tl:p2 p=1 p=1 p=1 p=1

[VN|-1 [VN]-1
-1)P —-1)F 2|VN]-1

Sachant queP:L\/ﬁJ,onadonc An=2 Z u+ Z ( 2) L
p=1 p=1
Les deux premiere sommes possédent une limite d’apres le critere spécial relatif aux séries alternées et le troisieme terme

tend vers 0, donc la suite (Ay) des sommes partielles posséde une limite, ce qui prouve que la série Zan converge.

III. C - (=1)PrL (=1)P ! N tel . 12
- "il existe peIN t +1=(p+
ULC.1) ayy—a, =1 (pr 102 2 s’il existe p el quen (p+1)
0 sinon
1
— —+— slilexistepe Ntel que n+1=(p+1)>
donc |an+l_an|: (p+1)2 P2
0 sinon
a =l 1 2
En notant P le pl d entier naturel tel que P> < N on en déduit —al=) (o5 o) <2x
n notant P le plus grand entier naturel tel que on en déduit que ;Ia%l a,| ;pz TISIE x—

Nous venons de prouver que la série positive E |a,41 — a,| a ses sommes partielles majorées; c’est donc une série
convergente.

IIL. C. 2) Pour pouvoir appliquer la question I.C.2 il suffit que :
— la suite (a,,) tende vers 0 (la question III.A a montré que |a,| ~ %);
— la série Z|an+1 —a,| converge (question III.C.1);
— la suite des sommes partielles de la série Zz“ soit bornée (question I.B).

On peut donc conclure : la série > a,z" converge.

Conclusion. Nous avons montré que la série Zlanl diverge (III.B.2) bien que pour tout z € C, la série Zu,,z” converge
(question III.B.2 pour z = 1, et III.C.2 pour z € C, \ {1}).
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