CORRIGE : ETUDE D’'UNE FILE D’'ATTENTE (CC INP PSI 2024 — EXTRAIT)

Partie I —- Temps d’arrivée du n-ieme client

n—1
Xg = 1} donc [T} = k] =X =1]N ﬂ[Xi = 0]. Par indépendance de la famille de (X,,) on en déduit
i=1

Ql. T, = min{k e N

1
que P(T; =k)=P(X; =1)| |P(X; =0)=p(1 —p)k_l. On reconnait une loi géométrique donc IE(T;) = 1—7

Q2. Soitwe Q. Alorswe A e Vk=1, Xy(w)=0soitencore: we€A < Vk>1, we[T; =k].
On adonc A = ﬂ [T =k]=Q\ U[lek].

keIN* keN*
+00 +00
Les événements [T = k] sont deux a deux incompatibles donc IP(A) =1 — ZIP(Tl =k)=1- Zp(l —pflt=1- % =0.
Il est quasi-certain qu’un nouveau client va arriver. k=1 k=1 ~(1-p)

n
Q3. Par linéarité de I'espérance, [E(D,,) = Z]E(Tk) = g
k=1

k-1

Q4. Posons S = ZXi (Sk représente le nombre de clients qui sont arrivés avant la date k). Par indépendance des (X;) la
i=1

variable Sy suit une loi binomiale de parametre (k -1, p).

OnaD, =k & X, =1etSy=n-1 et dapres le lemme des coalitions, X,, et Sy sont indépendants donc IP(D,, = k) =
P(X, =1)P(Sx =n—-1) = pP(Sx =n—-1). Ainsi,

—sik<nonalP(Sy=n-1)=0doncP(D, =k)=0;
k-1

- sik>n,IP(Sk:n—l):(n_1

- —n k-1 n —n
)p”l(l—p)" doncIP(Dnzk)=(k_n)p (1-p).

Partie I — Etude du comportement de la file

I1.1 - Une suite récurrente

Q5. Montrons par récurrence sur n € N* que z, €]0,1] :
— sin =1, c’est vrai par hypothese;
- sin>1, supposons z,_; €]0,1[. Alors a(x — 1) < 0 donc z,, = exp(a(x — 1)) €]0, 1[; la récurrence se propage.
De plus, z,,,1 — 2z, = "D _eal@n1-1) = e“(z'l*rl)(e“(z'fz”*l) -1 )
e®21=21-1) _ est du signe de z, —z,_; donc z,,1 — 2, est du signe de z, — z,_. Par récurrence on en déduit que z,_; —z, est

du signe de z; — z;.

Q6. Siz; -z >0, la suite (z,,) est donc croissante et majorée par 1; si z, —z; = 0, la suite (z,,) est constante; Si z; —z; <0,
la suite (z,) est décroissante et minorée par 0. Dans tous les cas la suite (z,) converge vers une limite £ € [0,1], et par
continuité de f, f(£) =¢.

Q7. Pour tout x €]0,1], P(x) > 0 & Inx>a(x—1) & x> ™™V = f(x) et de méme, P(x) = 0 & x = f(x).

1
Q8. Pour tout x €]0,1[, ¥'(x) = s donc sia <1 on a pour tout x €]0,1[, P’(x) > 0. La fonction P est donc strictement

croissante sur ]0,1]. Or (1) = 0 donc pour tout x €]0, 1], P(x) < 0.
D’apreés la question précédente, on a donc pour tout x €]0,1[, f(x) > x, ce qui prouve que la suite (z,) est croissante
(strictement), et f(€) =¢ < () =0 < ¢ =1 donc (z,) converge vers 1.
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Q9. Dressons le tableau des variations de ¢ :

1
X 0 — 1
a
P'(x) + 0 -
>0
—00 0

1 1 1
Ona;<1donc 1})( )>0 il existe doncae] [tel que P(a) =
Ainsi, f({) =0 & {=aout=1.
- siz; €]0,a]ona f(]O, oc]) C]0, «] donc pour tout n € N¥, z,, €]0, a] et nécessairement £ = o ;

— siz €]a, 1[ on a de méme pour tout n € IN¥, z,, €]a, 1[. Mais pour tout x €]a, 1{, f(x) < x donc z,41 < z,,. La suite (z,)
est décroissante donc nécessairement ¢ = a.

Dans tous les cas, la suite (z,) converge vers «.

I1.2 - Groupes de clients
Q10. L’événement Z peut étre décrit par la phrase : «il existe un groupe de client qui a été servi sans l’arrivée de nouveaux

clients ».

n
Q11. OnaN, = X donc N, suit une loi binomiale % (n, p).
P

1 sik=0
Q12. Sin:OonalP(Vlzk|S:0):{ St ;sin>1,IP(V1:k|S:n):]P(Nn:k):(n)pk(l—p)”k.
0 sinon k
Pour tout k € N, on a donc :
+00 +00 n L k}\n \
— — — — — n— -
=k)= ZlP(Vl =k|S= n)IP(S =n)= ;(k)p (1-p) e
- =
nk k
- -\ (}‘P) A1-p) _ AP
A A
n=k
et on constate que Vj suit une loi de Poisson Z(Ap).
Q13. OnaV, =0 = V,,; =0 soit encore [V, = 0] C [V,,;1 = 0]. La suite d’événements [V, = 0] est croissante au sens

de l'inclusion, et d’aprés le théoreme de la limite monotone, la suite ( (V, = 0))neN* converge, avec limIP(V, = 0) =

]P( U [V, = 0]), soit lim z,, = IP(Z).

nelN*

Q14. Voici une question un peu difficile pour le concours CC INP. Raisonnons par récurrence sur j :
- si j =0, la condition V; = 0 impose pour tout n > 2, V, = 0 donc IP(Vn+1 =0|V; = O) =letlP(V,=0)=1;

- sij>1,la condition V| = j indique qu’il y a j clients dans le premier groupe. Considérons I'un d’entre eux. Durant
son service, un nombre V; de nouveaux clients arrive; durant le service des j — 1 autres membres du premier groupe,
un nombre V,’ de nouveaux clients arrive, de sorte que V, =V, + V.

On note ensuite pour tout n > 2V, ; et V,; les clients arrivant durant le service des clients des groupes V,, et V,/
77
respectivement, de sorte d’avoir toujours V,, =V, + V,/.

Ainsi, pour tout n > 1,

IP( w1 =01V _]) ([ Vi =0IN [V =011V :j): ( w1 =01V = 1)11)( nel = 0|V1”_J‘1)
par indépendance.
Ona IP(V =0V = 1) P(V,, = 0) et par hypothése de récurrence, IP(V"+1 =0|V/=j- 1) =P(V, = 0)/~! donc

n n

IP( 1 =0V = ]) IP(V, = 0)/ : la récurrence se propage.
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+00 +00 ;
Q15. Onaz,,y =PV =0)=) P(Vu1 =0]V; =j)P(Vy=j)= ) zx PV 39 — 63 xexp(Apz, = exp(Ap(z, — 1))

i
j=0 j=0 ’
Q16. D’apreés la partie II.1 deux cas de figure se présentent :
— si Ap <1 alors limz, = 1. Ainsi, IP(Z) = 1 et il est presque str que le processus se termine faute de clients;
— si Ap > 1, il existe a €]0, 1] tel que limz,, = a. Ainsi, P(Z) = a et « est la probabilité que le processus se termine faute

de client.

1
Sachant que 0 < a < E’ cette probabilité tend vers 0 lorsque Ap croit. C’est intuitif, sachant que A = [E(S) représente le

temps moyen de la durée de service d’un client : plus le temps de service est long, plus la file d’attente s’allonge ...
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