CorRIGE : LES MATRICES DE Kac (CCINP PSI 2020 — ExTRAIT)

Partie I - La dimension 3

Q1. Oncalcule X, = X(X-2)(X—-4).

Q2. Le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples donc A est diagonalisable. Sp(A) = {-2,0, 2} et les trois
sous-espaces propres sont de dimension 1 car les racines de X, sont simples.

Q3. On calcule X =X(X-2i)(X+2i) et iXg(iX) = i*X(X-2)(X+2) = Xa(X).
Q4. Bne possede qu’une valeur propre réelle; celle-ci est simple donc le sous-espace propres associé est de dimension

1 donc B n’est pas diagonalisable dans M3(IR). Elle est en revanche diagonalisable dans M3(C) puisque X est scindé a
racines simples dans M3(C) et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

0 i 0
Q5. Un calcul direct permet d’'obtenir D"!AD =[-2i 0 2i|=—-iB.
0 —-i 0

0 V2 o0
Q6. La encore, un calcul direct donne A”TAA=|v2 0 V2| Cette matrice est symétrique réelle donc diagonalisable

0 V2 o0

(théoréme spectral). Ainsi, A est semblable a une matrice diagonalisable donc est elle-méme diagonalisable.

Partie I — Etude d’un endomorphisme

n
Q7. Considérons des scalaires Ay,..., A, tels que Z)»kfk =0, supposons que l'un d’entre eux au moins soit non nul et

k=0
notons alors j 'indice du plus grand des A; non nuls.

]
On a pour tout x € ]0’ %[’ Z)‘k cosk(x)sin”_k(x) = 0 et en divisant par sin”—f(x) :Vx e ]0, %[, Z)\k coSk(x)sinj—k(x) =0,
k=0

j-1
soit encore : sin(x) Z)»k cos (x)sinf 1K (x) + A;cos/(x) = 0.
k=0
En faisant alors tendre x vers 0 on obtient A; = 0, ce qui est absurde. La famille (fo,..., f,) est libre et constitue donc une
basede V,, et dimV,y =n+1.

Q8. On calcule:Vx€eR,
~ fy(x) = ncos(x)sin (x) = nf (x);
- sike[l,n-1], f{(x)= —kcos* 1 (x)sinn—k+1(x) + (n — k) cos®* ! (x) sinn — k = 1(x) = =k f_y (x) + (1 = k) fres1 (x);
— filx) = —nsin(x)cos™ ! (x) = =nfy 1 (x)

donc dans tous les cas, f, € V,,.

Par linéarité on en déduit que pour tout f € V,, f' = @, (f) € V,, et puisque l'opérateur de dérivation est linéaire, on en
déduit que @,, est un endomorphisme de V,,. Les calculs précédents montrent en outre que la matrice associée a @,, dans la
base (fp,..., f,) est la matrice B,, de ’énoncé.

n—k

Q9. Pour tout x € R, g (x) = e/** e/ k=% = (ef¥)k(emix)n—k = (cosx +1isin x) (cosx —isin x)
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k n—k
. . —k
Q10. D’apres la formule du bindme on en déduit que g(x) = ( > (’;)(cos x) (isin x)k_])( E (n ’ )(cos x)f(—isin x)”_k_€
j=0 =0

soit encore gi(x ZZ( )( ) —1)k=EmiE cosi* (x) sin" T (x ZZ( )( ) —1yrkl il (x

j=0 (=0 j=0¢=0
Pour tout j € [[0,k] et £ € [[0,n—k] on a j+ ¢ € [[0,n] donc f;,¢ €V, et par linéarité, g € V,,.

Q11. On aimmédiatement g; =i(2k —n)g, donc g est vecteur propre de ¢, pour la valeur propre Ay = i(2k — n).
On a mis en évidence n + 1 valeurs propres distinctes donc I'endomorphisme ¢, est diagonalisable avec n+ 1 valeurs

propres nécessairement simples; Sp(¢,,) = {i(2k - n)|k e[o, n]]} et Ker(q, — A Id) = Vect(gy).

Q12. @, est un automorphisme de V, lorsque 0 n’est pas valeur propre de ¢,, autrement dit lorsque n est un entier
impair (il n’existe pas de k € [0, 1] tel que n = 2k).

n
Q13. On a calculé a la question 10 : g,(x) = Z(’;)i”‘jfj(x). Le vecteur g, engendre le sous-espace propre associé a
j=0 n ,
la valeur propre A, = in donc Ker(¢p, —inld) = Vect(g,) avec g, = Z(?)i”_]fj, ce qui se traduit matriciellement par
90 j=0

. q1
Ker(Bn - an,,H) = Vect¢
n
Partie III — Les matrices de Kac de taille n +1

P
Q14. Le terme de rang (k,£) de la matrice DM vaut de]-mjg = dymye puisque D est diagonale.
j=1

De méme, le terme de rang (k,¢) de la matrice MD vaut ka]‘djg = Mypdyy.
j=1

Q15. On en déduit que le terme de rang (k,{) de la matrice D;lAnDn vaut dlzkl Ay dee = il_kakgig_l = ig_kakg.
Ce terme vaut :

o jksil=k+1;

o —i(n—k+2)si{=k-1;

* 0 dans les autres cas.
On reconnait les termes de la matrice —iB,,, donc D,,! A, D,, = —iB,,.
Les matrices A, et —iB,, sont semblables et ont donc méme polyndme caractéristique :

Xa,(X) = X_ig, (X) = det(XI1 +iB, ) = (~i)"*" det(iXI,,1 ~B ) = (- z)”“ Xs, (iX) )

Q16. La partie IT a montré que XB,,( )= ]_[(X Ar) avec A = i(2k —n) donc XA ”+1 ]_[ (iX=Xg) = (X+1)g),

k=0 k=0 k=0
n

soit X5 (X)= ]_[(X —(n- 2k)). Ce polynome est scindé a racines simples donc A, est diagonalisable, avec
k=0

Sp(A,) = {n -2k ) ke [[O,n]]} = {2k’ -n | kK’ €[o, n]]} (avec le changement d’indice k" = n—k).

do
11
Enfin, on a B,g = ing avec g =| . | (question 13) donc D;'A, D, q = ng, soit A, D,q = nD,q.
, dn
9 Po
P1
On calcule D,g =| . |avec g; = g =i" (Z) donc D,g=i""'pavecp=|". | Ainsi, p est un vecteur propre réel de A,,
9 Pn

pour la valeur propre #, et ainsi Ker(A,, —nl,,,1) = Vectg p.
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