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CORRIGE : COMPARAISON DE FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE (BANQUE PT
1999 - EXTRAIT)

Partie I.

Question 1.

a) Puisque Zan est une série a termes positifs divergente, la suite de ses sommes partielles tend vers +co et en particulier,
Ny
pour tout A > 0 il existe Ny € IN" tel que Zan > 2A.
n=1
N;
b) N; étant ainsi fixé, l'application x Zanx” est une fonction polyndome, donc continue sur R et en particulier,

n=1
Ny Ny Ny 1
hm a,x" = Zun, ce qui implique l'existence de a >0 tel que: 1 -a<x<1 = 'Zunx” - Zun < A. Gréace a la
ol n=1 n=1 — —
N; N;
minoration de la question précédente, on obtient dans ces conditions : Zanx” > Zan -AzA.
n=1 n=1
¢) Pour tout x de ]0,1[, Za x" Za X"+ Z a,x" Zunx” donc d’apres ce qui préceéde, pour tout A >0l
Np+1 n=1
existea>0telque:0<1-x<a = f(x)> A. Par définition, on a bien )1{1_r)r% f(x) =+o0.
x<1

Question 2.

a) Notons R le rayon de convergence de la série entiere Zb,,x”.
Commencons par supposer A = 0. Dans ce cas, b, fod Aa,, et les séries entiéres anx” et ZMan = XZanx" ont méme
rayon de convergence, a savoir 1.
Considérons maintenant le cas ou A = 0. Dans ce cas on a b, z o(a,) donc le rayon de convergence de anx” est
supérieur ou égal a celui de Zanx”, a savoir supérieur ou égal a 1.

b) Pour tout x de ]0,1[, f(x) > 0 donc en particulier f(x) = 0 et on peut écrire :
g(x) 1 i +00 1 i +00
——X:—( b,x" -\ a,x”):—( Aa,x" =X anx”)
fo T W Zl Zl I Zl " Zl

= ]% Z()\n - Na,x".

n=1

¢) La suite (A, — A),,en converge vers 0 donc est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout n € IN%, |\, — A| <M.
d) Par définition de la convergence d’une suite, pour tout € > 0 il existe N, € N* tel que : Vn > Ny, |A,, —A| <e.

+oo +o0 +00 N,
Pour tout x € ]0,1][, Z A, —Ala,x" <e > a,x" < e( E a,x" + Zanx”) =ef(x)
HIN2+1 n:N2+1 n:N2+1 n=1

e) En exploitant les résultats précédents, on peut écrire que pour tout € > 0 il existe N, € IN* tel que :

1555 4= gl e

N,

< Zl)» - Aa,x" \e+f1:4)2a,,x”.

=1

N,

2
N, étant ainsi fixé (il ne dépend pas de x), puisque 111‘1’11 E a,x" = E a, et hrrllf(x) = 400, on en déduit : 11nr11 — E a,x" =
bt s S o F0) =

<e

0, ce qui peut se traduire par l'existence de f>0telque: 1 -f<x = ‘f Zanx”
=1
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En résumé, nous avons montré que pour tout € > 0 il existe p>0telque: x> 1-p = | - X‘ < 2¢, ce qui signifie :

8x)
f(x)
g(x) \

m—-——=
2 )

Partie II.

Question 3.

n
a) Pourtoutn>1, A, = Zak > a; > 0 donc la suite (A,),cn+ vérifie (H;). Cette minoration montre en outre que A, ne
k=1
tend pas vers 0, d’ou la divergence de la série ZAn. La suite (A,,),en+ Vérifie donc la condition (Hj).

b) En prenant x = 1 dans la série entiere ZA,,x”, on obtient la série divergente ZAn; le rayon de convergence de
ZAnx” est donc au plus égal a 1.

n n
c) Pour tout r € ]0,1[ona: A,r" = (Zak )r" < Zukrk. Cette derniére expression est la somme partielle d’une série

k=1 k=1
n

a termes positifs convergente; elle est donc majorée : il existe M > 0 tel que pour tout n € IN¥, Zakrk < M. A fortiori,

k=1
A,r" <M.

Soit alors x € |-1,1[ et r € ]|x|, 1[. La suite (A, "), est majorée, et par le lemme d’Abel, la série ZAnx" est absolument

convergente. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére ZAnx" est au moins égal a 1. Finalement, ce
rayon vaut donc 1. La suite (A,),en- Vérifie aussi la condition (H;) de la partie I.

n+1

n n n n
d) Pour tout x € |-1,1[, (1 —x) ZAkxk = ZAkxk - ZAkxk” = ZAkxk - ZAk_lxk
k=1 k=1 k=1 k=2

k=1

n n
=Ax+ Z(Ak — A )= AT = Ax+ Zakxk —A,x"1
k=2 k=2

n
= Zakxk — A, X" (car Ay = ay).
k=1

Pour x € |-1,1[ la série ZAnx" converge, donc son terme général tend vers 0 et il en va de méme de A, x"*!. Par passage

+00 +00
a la limite lorsque 1 tend vers +oco dans ’égalité ci-dessus, on obtient: (1 —x) ) A,x" = Zanx".
n=1 n=1

Question 4.

a) Ona Cylx[" ~ XA x|"si A=0,et Cylx]" = o(A,]x|") sinon. Dans les deux cas, on peut conclure a I’absolue
n—+0co n—+00

convergence de ZCnx” pour tout x € |-1,1].

n n
b) En effectuant une transformation analogue a celle du IIl.1c, on peut écrire : chxk =(1-x) ZCkxk +C,x"1.Si x est
k=1 k=1

n+l1

n
dans ]-1,1[, la suite des sommes partielles (ZCkxk) est convergente, et le terme C,x""" tend vers 0, donc la série
k=1

nelN*

E c,x" est convergente. On obtient une relation entre les sommes par le méme procédé qu’a la question 3d :

(1-x) iC,,x” = icnx”.
n=1

n=1
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+00
2 Cpx"

c) On peut appliquer le résultat de la partie I aux suites (A,,),.en+ €t (C,,)en+- On a donc: hm =l = ), et compte-tenu
p ppliq P € € m 3 P
Jrzooc X" % Z A, x"
n
des relations entre les sommes, on a aussi : hn} ’j:j— =\
£ Y a,x"
n=1
Question 5.
k+1 k n+1 n
dt 1 1 dt dt 1
a)Pourtouthlona:J —<—etp0urt0utk>2:—<f —doncj — < - f—,smt
X t k k 1 t 1 t — k

In(n+1)<A,<1+Inn. llenrésulte: A, ~ Inn.
+00

b) Encadrons I'entier n > 1 par deux puissances successives de 2 : pour tout n € IN*, il existe p € N tel que 2P < n < 2P*1,

1
Lorsque 1 est dans cet intervalle, C, = p+ 1. Or 2 < n < 2P*! = pln2<Inn<(p+1)In2 p<ln—2<p+1,soit
n

Inn Inn Inn
= d <—+1.
P anJ On a donc: o2 <C, 2 +
c) La suite (a,),en- vérifie les conditions (H’). L'encadrement précédent permet de conclure que lim A—" =3’ on
n—-+o0o n
c,x" oo
. . . . . ngl " 1 o ok In(1 - x)
peut donc appliquer le résultat de la question 4c qui donne : lim ———— = , puis : E X7 o~ -
x—1 T 11’12 x—1 In2
x<1 Z 7 k=
n=1
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