Chapitre VIII

Integration

L’intégration est un concept fondamental en mathématiques, issu du calcul des aires. A ce titre, on peut
considérer que ses racines se trouvent parmi les premiers calculs d’aires et de volumes de l'antiquité. Mais c’est a
Leibniz, au XVII¢ siécle qu'on doit les fondements de la théorie de l'intégration, en particulier par I'introduction
d’un symbolisme reliant intégration et dérivation. C’est d’ailleurs lui qui est a l'origine du symbole f

Il faut néanmoins attendre Riemann (en 1854) pour avoir une premiere théorie de I'intégration complete, c’est
a dire une définition précise de ce qu’est une fonction intégrable. Par la suite, d’autres théories, plus élaborées,
ont vu le jour, telles 'intégrale de Lebesgue (1902), ou encore l'intégrale de Kurzweil-Henstock (1950).

1. Intégration des fonctions continues par morceaux

1.1 Fonctions continues par morceaux

m Subdivision d’un intervalle

DeriniTION. —  Une subdivision d’un segment [a, b] est une suite finie o = (tg, t1,...,t,) vérifiant :
a=tg<t;]<---<t,1<t,=b

Le pas de la subdivision est le réel p(c) = max{t,-+1 —t | ie0,n- 1]]}. La subdivision est dite réguliére lorsque

. . . b—
Vie[[0,n—1], t;y1 —t; = p(0), soit encore : Vi€ [0,n], | t; =a+i ” 2

a p(o) b
| | R
l T T T T l
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Figure 1 — Une subdivision du segment [a, b].
DerINITION. —  Une fonction numeérique f : [a,b] — K est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision

o = (tg,...,t,) de [a,b] telle que f soit sur tous les intervalles |ty, t; 1| la restriction d’une fonction continue sur
[t, tes1]- Une telle subdivision sera dite adaptée a f.

Remarque. Concretement, ceci signifie que pour tout i € [0,n— 1], f possede une limite (finie) a droite en ¢;
et a gauche en t;,1. Notons en outre que la fonction f peut étre continue en t;, mais qu’a I'inverse toutes les
discontinuités de f (qui doivent étre en nombre fini) font partie des points de la subdivision ¢ (illustration
figure 2).

Remarque. On dit qu'une subdivision ¢’ est plus fine qu’une subdivision o lorsque o est une sous-suite de o,
en conséquence de quoi toute subdivision plus fine qu'une subdivision adaptée a f est encore adaptée a f.

Il est alors intéressant d’observer que si o et ¢’ sont deux subdivisions quelconques de [a,b], alors 6 U o’ est une
subdivision a la fois plus fine que o et que ¢’.

Qu’est ce qui peut empécher une fonction définie sur un segment d’étre continue par morceaux?

— Cette fonction peut présenter un point en lequel il n’y a pas de limite a gauche ou a droite; c’est par exemple
le cas de la fonction f : x +— sin(1/x) sur le segment [-1, 1], quelle que soit la valeur de f(0);

. , TP . ) . 1
— cette fonction peut présenter une limite infinie en un point; c’est par exemple le cas de la fonction f : x > —
x

sur le segment [—1,1], quelle que soit la valeur de f(0);
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8.2 Intégration

Figure 2 — Un exemple de fonction continue par morceaux et d’une subdivision (non minimale) qui lui est
adaptée.

— cette fonction peut présenter un nombre infini de discontinuités; c’est par exemple le cas de la fonction
f x> x[1/x] prolongée par f(0) =1, bien qu’elle posséde en tout point une limite a gauche et a droite.

Prorosition 1.1 — Toute fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

Tutorime 1.2 — Lensemble €,0([a,b],K) des fonctions continues par morceaux est un sous-espace vectoriel de
Vespace 9B([a, ], KK) des fonctions bornées sur [a,b]. De plus, si f et g sont continues par morceaux sur [a,b), il en est
de méme de leur produit fg.

Remarque. Rappelons qu’une fonction ¢ : [a,b] — K est dite en escalier lorsqu’il existe une subdivision
o = (to, t1,...,t,) telle que f soit constante sur chaque intervalle |¢;,t;,1[, 0 < i < n—1. Bien entendu, toute
fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur cet intervalle, et par une preuve analogue a celle du
théoréeme précédent on montre que les fonctions en escalier constituent un sous-espace vectoriel du K-espace
vectoriel des fonctions continues par morceaux sur [4, b].

Fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque
DeriNiTION. —  Soit I un intervalle quelconque. Une fonction f : 1 — K est dite continue par morceaux lorsque
pour tout segment [a, b] inclus dans 1, la restriction de f a [a,b] est continue par morceaux sur [a,b].

Exemple. La fonction x — | x| est continue par morceaux sur R : elle posséde en tout point une limite finie
a gauche et a droite et, bien que ses discontinuités soient en nombre infini, ne posséde qu'un nombre fini de
discontinuité sur tout segment. Pour ces mémes raisons, la fonction f : x > x| 1/x] est continue par morceaux sur
10,1]. Elle n’est en revanche pas continue par morceaux sur [0, 1], bien qu’elle soit prolongeable par continuité
en 0!

1.2 Intégrale sur un segment d’'une fonction continue par morceaux

Ceci étant posé, définir la valeur de 'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment ne pose
pas de probleme :

DeriNiTiON. —  Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux, et 6 = (tg = a,t1,...,t, = b) une subdivision
adaptée a f. L'intégrale de f sur [a, ] est alors la quantité :

J‘[a,b]f - th(t)dt - iﬁ:m f(t)dt.

Remarque. Pour valider cette définition, il faut montrer que cette valeur ne dépend pas du choix de la
subdivision subordonnée a f, mais ceci ne présente pas difficulté.
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8.3

Cas d’une fonction en escalier
Si ¢ : [a,b] — K est une fonction en escalier et o une subdivision qui lui est adaptée, si vx € K désigne la valeur

n-1
que prend ¢ sur I'intervalle |t tx,1[, alors : J- ¢ = Z(tkﬂ -t )V
[ab] =0
Lorsque vi € R,, cette quantité peut étre interprétée comme l'aire délimitée par I’axe des abscisses et la fonction
¢ (illustration figure 3).

aire = (x4 — fg)vg

Ve b---- —===

— .

a tk trr1 b

Ficure 3 - Interprétation graphique de l'intégrale d’une fonction en escalier.
Nous admettrons que cette interprétation graphique reste pertinente pour une fonction continue par morceaux.
Rappelons aussi que cette interprétation est a la base d’un résultat du cours de premiére année : la notion de

somme de Riemann.

TaEorEME 1.3 (Sommes de Riemann) — Si f : [a,b] — K est une fonction continue sur le segment [a, b] alors

b—a= b-a b
i )

Exercice 1

Déterminer la limite suivante : lim

) e
noteo = \n? + 2kn

1.3 Propriétés de l'intégrale

Les propriétés suivantes, établies en premiere année dans le cas des fonctions continues, s’étendent au cas des
fonctions continues par morceaux.

Prorosition 1.4 — Lapplication qui a une fonction continue par morceaux associe son intégrale sur [a,b] est

linéaire : si f et g sont continues par morceaux sur [a,b), alors f (Af+g) = XJ- f+ f g.
[a,b] [a,b] [a,b]

Prorosition 1.5 — Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux. Alors : |J f| < J If].
[a,b] [a,b]

Remarque. La proposition 1.5 appliquée a une fonction 4 valeurs réelles positives implique le résultat suivant,
dite propriété de positivité de I'intégrale :

si f :[a,b] > R, est continue par morceaux, alors f=0.
[a,b]

Une conséquence immédiate de ce résultat est la propriété dite de croissance de I'intégrale :

si f et g sont deux fonctions réelles continues par morceaux sur [a,b] et telles que f < g, alors J- f < J- g
[a,b] [a,b]
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8.4 Intégration

CororrairRe — Si f : [a,b] — K est continue par morceaux, alors : |j f' <16 = alllf lloo,[a,b]-

[a,b]

Enfin, sur le méme sujet on rappellera un résultat important du cours de premiére année, mais qui ne s’applique
pas aux fonctions continues par morceaux :

Prorosition 1.6 — Une fonction continue et d valeurs positives sur [a, b] est nulle si et seulement si son intégrale est
nulle.

1.4 Dérivation et intégration

Nous allons maintenant rappeler un résultat vu en premiére année, souvent connu comme le théoréme fonda-
mental de I'analyse (le théoréme 1.7 de ce document). Ce dernier établit un lien entre intégration et dérivation
(un résultat en général attribué a Isaac Newton). Plus précisément, il affirme que le calcul d’une intégrale d’une
fonction continue se rameéne a la recherche d’une primitive de cette fonction.

m Primitives et intégrale d’une fonction continue

THEOREME 1.7 — Soit 1 un intervalle, f : I — K une fonction continue, et a € 1. Pour tout réel x € 1, on note

X
F(x) = J f(t)dt. Alors F est de classe G surl, et F = f.

Ce théoreme rameéne le calcul d’une intégrale a la recherche d’une primitive. Commengcons par rappeler la
définition suivante :

DerINiTION. —  Soit [ une fonction continue sur 1. On dit qu’une application g : I — K est une primitive de f
lorsque g est de classe €, et lorsqu’en tout point de 1, g’'(x) = f (x).

Les primitives sur un intervalle sont définies « a une constante pres » :

ProrosiTioNn 1.8 —  Si gy et g, sont deux primitives de f, il existe une constante \ telle que g = g1 + A

Nous pouvons donc préciser le résultat du théoréme 1.7 en énongant le résultat suivant :

Prorosition 1.9 —  Soit f une fonction continue sur 1, et a € I. On définit une fonction F sur I en posant : Vx €1,

X
F(x) = J f(t)dt. Alors F est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Voici enfin le résultat qui permet de calculer une intégrale en recherchant une primitive :
b
CorOLLAIRE — Si f est continue et g une primitive quelconque de f, alors : ¥(a,b) € 12, J f(t)dt = g(b)—g(a).
a

Exercice 2

Soit f : [0, +c0[ — [0, +0o[ une application strictement croissante de classe €, telle que f(0) = 0. Montrer, en
appliquant le théoréme 1.7, que :

x fx)
Vx €0, +00[, xf(x):J(;f(t)dt+L ft)de.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.
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8.5

1.5 Changement de variable et intégration par parties

TrEorEME 1.10 (changement de variable) — Soit f : I — K une fonction continue, [, p] un segment et ¢ : o, p] — 1
une fonction de classe €. Alors :

() 8
J:P(a) flde :L f(ct)(u))cp (u)du.

Mise en ceuvre pratique
Il y a deux fagons d’utiliser cette formule : partir de I’expression de droite pour obtenir celle de gauche, ou
procéder dans le sens contraire.

Utiliser la formule de la droite vers la gauche nécessite de reconnaitre dans l’expression de I'intégrale a
p
calculer j g(u)du un terme de la forme g(u) = f(q)(u))cb'(u) (il faut donc « deviner » f et ¢).

o
Dans ce cas, il faut donc identifier les expressions t = ¢p(u) et dt = ¢'(u)du.

T
. sinu Sy . . .
Exemple. Soit I = f du. On pose t = cosu de maniére a avoir df = —sinu du. Ainsi,

0 3+cos?u

I f“’s“ ~dt J-l dt 1J1 dt 1 [ tan t )]1 2 o1 _m
= = == ————— = —|arctan(— = —arctan — = —.
cos0 3+t2 —13+t2 3 -1 1+(t/\/§)2 \/g \/g -1 \/5 \/g 3\/5
Utiliser la formule de la gauche vers la droite est souvent utilisé pour faire apparaitre une simplification dans

'expression initiale. Une fois posés t = ¢(u) et dt = ¢’(u)du il faut trouver des antécédents par ¢ des bornes de
I'intégrale initiale.

1
Exemple. Soit I = j V1-1t2dt. On pose ¢ = sinu et dt = cosudu. On choisit a =0 et p = % pour avoir sina =0

et sinfp =1. Ainsi :

3 I 3 71— cos(2 1 3
I:J. cosuV1—sinudu :f (cosu)?du :J. Mdu = [E—Zsin(Zu)]2 = E
0 0 0

2 2 0

TutorimE 1.11 (intégration par parties) — Soient f et g deux fonctions de classe € sur [a,b]. Alors :

Lbf(t)g’(t)dt = [f(t)g(t)]i - Lbf’(t)g(t)dt_

Cette formule peut étre représentée par le schéma suivant :

Le terme de gauche de la formule se retrouve sur la premiere ligne, le terme entre crochets sur la diagonale, et
le reste intégral sur la derniere ligne :

+f1) g

b
+ —J fl(Hg(t)dt

Ja

L’intérét de ce schéma est de permettre d’effectuer plusieurs intégrations par parties successives en une seule
étape; voici par exemple les schémas pour effectuer deux puis trois intégrations par parties successives, et les
formules correspondantes :
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8.6 Intégration

b b b
f fng(dt = f(t)g”(t)—f’(t)g’<t>+f”<t>g<t>]a—f fP0z(0)de

— ) glt)

Exercice 3 N
2
En effectuant autant d’intégrations par parties que nécessaire, calculer 'intégrale f t3sintdt.
0

1.6 Formules de Taylor

b
Lorsque f : [a,b] — K est de classe € sur [a,b], on peut écrire : f(b)— f(a) = J f'(t)dt.

a
Cette relation va avoir plusieurs conséquences, a commencer par le résultat suivant :

TrutoriMmE 1.12 (Inégalité des accroissements finis) — Soit f : [a,b] — K une fonction numérique de classe €'
sur [a,b]. On suppose Uexistence d’un réel k tel que : ¥t € [a,b], |f'(t)| < k. Alors :

£ (B)— fl@) <klb—al|

La généralisation de cette majoration va passer par plusieurs intégrations par parties successives. En effet, si on
adopte le schéma suivant on obtient :

+ fl(t) 1 b b
} f(b) = f(a) +f f/(t)dt = f(a)+ (b-a)f (a) +f (b—1)f"(1)dt
f7(t) t-b a a
En réitérant ce procédé, ceci nous amene au théoréme suivant :
ProrosiTion 1.13 (Formule de Taylor avec reste intégral) — Soit f : I — K une fonction de classe €™, et a € I
n k X n
X—a x—t
Alors:Vxel, f(x)= Z%f(k)(a) + J- %ﬂ"“)(t)dt.
k=0 a
(x—a)

£®)(a) est une fonction polynomiale, appelée polynéme de Taylor d’ordre n de f

n
Remarque. T, :x — Z 0
k=0

en a. C’est un polyndme dont les dérivées successives jusqu’au rang n coincident au point 4 avec celles de f. La

X
t
quantité R, (x) = J %f(”“)(t)dt est 'expression intégrale de ’erreur qu’on commet en approchant f(x)
par T, (x). a )

Pour majorer cette erreur, on utilise le résultat suivant :

Tutorime 1.14 (inégalité de Taylor-Lagrange) — Soit f : I — K une fonction de classe €™, et a € I. On suppose
Vexistence d’un réel M vérifiant : Vt € I, |[f "V (1) < M. Alors :

|x_a|n+1
(n+1)!

|f(x) =T, ()| <M
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8.7

Exercice 4

+00

_1)k
k+1

—_

=1n2.

Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et 1 a la fonction x +— In(1 + x) et en déduire : Z
k=0

Notons pour finir que la fonction f"*!) (étant supposée continue) est bornée au voisinage de a, ce qui nous

permet de déduire de I'inégalité de Taylor-Lagrange le résultat suivant :
Cororraire (Formule de Taylor-Young) — Soit I un intervalle, a € L et f : I — K une fonction de classe "',
Alors f admet au voisinage de a le développement limité suivant :

n _ Kk
F=Y P2 g L Of(x-a),
k=0 )

2. Intégration sur un intervalle

La notion d’intégrale que nous avons définie présente des limitations : I'intervalle d’intégration doit-étre un
segment, et la fonction, continue par morceaux. Dans le cadre des fonctions a valeurs positives, ceci permet
d’interpréter I'intégrale comme étant 1'aire délimitée par le graphe de la fonction.

Lorsque l'intervalle d’intégration n’est plus un segment, le domaine délimité par la fonction peut ne plus
étre borné. Nous allons voir cependant que dans certains cas il reste possible de donner un sens a l’aire de ce
domaine, par le biais d’un passage a la limite dans des intégrales : c’est la notion d’intégrale généralisée.

y y

I=[a,+oo[ I[={a,b]

Figure 4 - Deux exemples de domaines non bornés, soit parce que I'une des deux bornes est infinie, soit parce
que f nadmet pas de limite finie en une des deux bornes.

Nous verrons que cette intégrale généralisée partage un certain nombre de propriétés avec I'intégrale définie,
avant d’étudier un théoréme d’interversion limite-intégrale adapté aux intégrales généralisées : le théoréme de
convergence dominée.

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle quelconque de IR, et f : I — K une fonction continue par

morceaux. L'objectif est de donner un sens, lorsque c’est possible, a I'intégrale J. f; on parlera alors d’intégrale
généralisée, ou encore d’intégrale impropre. I

2.1 Intégrales convergentes

SiIn’est pas un segment, I ne peut prendre qu’'une des trois formes suivantes : [4, b, ]a, b], ]a, b[, avec a € RU{—oo}
et b € RU {+o0}. Nous allons traiter séparément chacun des trois cas.

m Lecasoul=[a,b[,beRU{+o0}

X
Pour tout x € [a,b], f est continue par morceaux sur le segment [4, x], donc j f(t)dt a bien un sens.
a
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8.8 Intégration

b
DErINITION. —  On dira que l'intégrale j f(t)dt est convergente lorsque f f(t)dt posséde une limite finie quand

a

X

a
x tend vers b en restant dans [a,b[. On notera alors :

Lbf(t)dt :}Cigéff(t)dt.

On notera que lorsque f est prolongeable par continuité en b, cette définition est en cohérence avec la notion
X

d’intégrale sur le segment [a, b] puisque dans ce cas, la fonction x — | f(t)dt est une application définie et

a
continue sur [4,b], et en particulier en b. Dans ces conditions, on dira que 'intégrale est faussement impropre,
puisqu’elle ne correspond pas a I’aire d’'un domaine non borné : en prolongeant par continuité la fonction f en
b on retrouve 'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment.

Remarque. On ne manquera pas de noter la similitude de la démarche avec celle utilisée pour définir la somme
n

X
d’une série : a la fonction x — j f(t)dt correspondent les sommes partielles n — Zuk, et il s’agit dans les
a

k=0
deux cas de déterminer si ces expressions possédent une limite (l'une en b, 'autre en +o0).

Exemples.
+o00

— L'intégrale de Rieman J. ry est convergente si et seulement si a > 1.
1

+00

— Pour tout a € R, 'intégrale j e *'dt est convergente si et seulement si a > 0.
0

Pour étudier la convergence des deux exemples précédents, il a été nécessaire de calculer les « intégrales

partielles » puis de passer a la limite. En revanche, il n’est pas nécessaire de procéder a ce calcul dans le cas
1

de l'intégrale suivante : (t—1)In(1 —t)dt puisqu’il s’agit d’'une intégrale faussement impropre : en effet,
0
%in{(t —1)In(1 - t) = 0. Comme on peut le constater sur le graphe ci-dessous, le domaine délimité par le graphe

de la fonction est borné :

0.35

0.30

0.25

0.20 A

0.15

0.10

0.05 -

0.00 A

0:0 0?2 0j4 Oj6 Oj8 110
Ficure 5 — Le graphe de la fonction ¢ — (t — 1)In(1 —¢).

Exercice 5

+o0 dt
Discuter en fonction de la valeur de p > 0 la convergence de l'intégrale J {nDF
2 n

m lecasoul=]a,b],ae{-0}UR

b b

DErINITION. —  De maniére symétrique, on dira que I’intégrale J f(t)dt est convergente lorsque J f(t)dt posséede
a X
une limite finie quand x tend vers a en restant dans |a, b]. On notera alors :
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8.9

Exemples.

Lt
— L'intégrale de Rieman J. m est convergente si et seulement si a < 1.
0

1

— Lintégrale J In(t)dt est convergente (et est égale a —1).
0

2T sin(t) sin(t)

=1.

En revanche, l'intégrale j

dt est faussement impropre, car lin(}
0 t—

Exercice 6
dt

Viz-1

2
Etudier la convergence de I'intégrale j
1

m lecasoul=]a,b|

Dans ce dernier cas, nous allons utiliser la relation de Chasles pour nous ramener aux deux cas précédents.
Considérons en effet un point ¢ de I'intervalle ]a, b[.

b c b
DtriniTION. —  On dira que I'intégrale j f(t)dt est convergente lorsque les deux intégrales J f(t)dt et j f(t)dt
a a c

sont convergentes, et on posera alors :

J;bf(t)dt = J:f(t)dt + ff(t)dt.

Sk - — =
(o}
o

FiGURE 6 — Etude de la convergence d’une intégrale lorsque I =]a, b|

I1 est aisé de vérifier que cette définition ne dépend pas du choix du point ¢ € ]a, b[ (illustration figure 6).

Remarque. Pour chacun des trois types d’intervalles, une intégrale qui n’est pas convergente sera bien entendu
dite divergente.

+00 1 dt
Par exemple, I'intégrale f el est toujours divergente, puisque j ~a 1€ converge que si a <1, alors que
+00 0 0
L ~a D converge que si o> 1.

Remarque. Cette définition permet d’étendre sans peine au cas des intégrales convergentes la relation de
Chasles, la propriété de linéarité des intégrales, ainsi que les propriétés de croissance et de positivité.
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8.10 Intégration

Exercice 7
Soit f : [0,4+c0[— R une fonction continue.
+00

x+1
a. Montrer que si l’intégrale J f(t)dt converge, alors lirP f f(t)dt = 0.
0 x—>+oo J

b. Sion suppose de plus f décroissante, en déduire que lirP f(x)=0.

. L 1
c. Toujours en supposant f décroissante, montrer que f(x) = o(—).
+00 X

B Intégration par parties et changement de variable
Une intégration par parties sur un intervalle qui n’est pas un segment peut conduire a une erreur : I'intégrale

fu'v peut étre convergente sans que Juv’ le soit. Il convient donc de procéder avec prudence, en utilisant le
I I
résultat suivant :

Tutorime 2.1 — Soient u et v deux fonctions de classe €1 sur un intervalle 1, telles que les limites aux bornes de T

du produit uv existent. Alors les intégrales Ju’v et Juv’ ont méme nature, et en cas de convergence,
I I

fb W (H)o(t)dt = [u(t)v(t)]h - jbu(t)v’(t)dt

a

ott a et b désignent les bornes de 1.

Remarque. Une autre possibilité consiste a effectuer I'intégration par parties sur un segment (par exemple sur
[a,x] lorsque I = [a, b[), puis, une fois tous les calculs effectués, passer a la limite (ici en faisant tendre x vers b).
+00
Exemple. Pour tout n € N, l'intégrale : J t"e" dt est convergente et vaut n!.
0
Exercice 8

+00 1
Justifier la convergence et calculer la valeur de I'intégrale J- ln(l + t—z)dt.
0

En ce qui concerne le changement de variable, on posséde le résultat suivant :

TutoriME 2.2 — Soient I et ] deux intervalles, ¢ : ] — I une bijection de classe €', et f : 1 — C une fonction

continue par morceaux. Alors les intégrales jf et f(f o $) x ¢’ ont méme nature, et en cas de convergence,
I J

d(b) b
f £ () du =f fop(t)d/(1)dt
d(a) a

lorsque a et b désignent les extrémités de ] et §(a) et G(b) les limites respectives de ¢ en a et en b.

1
Exemple. Pour tout n € N, I'intégrale j (Inu)" du est convergente et vaut (-=1)"n!.
0

Exercice 9

+o0

Justifier la convergence et calculer la valeur de I'intégrale j e Vidr.
0

2.2 Fonctions a valeurs positives

L’inconvénient de la démarche que nous avons suivi jusqu’a présent est de nécessiter le calcul d’une primitive
de f pour déterminer la nature de I'intégrale | f; or cela n’est pas toujours possible. Nous allons donc tenter

I
de nous affranchir de cette contrainte, en commencant par nous intéresser aux fonctions a valeurs positives.
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En effet, lgrsque f :[a,b] » R, est une fonction continue par morceaux et a valeurs positives, I’application
F:x+— | f(t)dt est une fonction croissante. Elle posséde donc une limite lorsque x tend vers b si et seulement
si elle estamajorée L
De la méme facon, lorsque f : ]a,b] — R, est continue par morceaux et a valeurs positives, I’application
F:xm J f(t)dt est décroissante et possede donc une limite lorsque x tend vers a si et seulement si elle est
majorée.

Comme pour les séries, ces résultats vont engendrer plusieurs théoremes de comparaison, qui reposent tous sur
le résultat suivant :

TutorEME 2.3 (comparaison) — Soient f et g deux fonction continues par morceaux sur l'intervalle 1, et a valeurs

positives. On suppose que pour tout t € 1, 0 < f(¢) < g(t). Alors la convergence de I'intégrale jg entraine celle de ff
I I

De ce théoreme vont résulter deux corollaires, qui vont permettre de comparer la nature des intégrales que
nous allons rencontrer par la suite a la nature d’intégrales de référence. Ces deux corollaires seront énoncés
dans le cas ou I = [4, b[, mais leur énoncé s’adapte sans probléme au cas symétrique ou I = ]a, b].

Cororraire (domination) — Soit f : [a,b] — R, et g : [a,b] > R, deux fonctions continues par morceaux, d
b

valeurs positives, telles que f(t) = O(g(t)). Alors la convergence de f g(t)dt entraine celle de J f(t)dt
a

a
CoroLLAIRE (équivalence) — Soit f : [a,b] > R, et g : [a,b] — R, deux fonctions continues par morceaux, d

valeurs positives, telles que f (t) > g(t). Alors les intégrales j

a

g(t)dt et f f(t)dt ont méme nature.
a

Remarque. Les intégrales de référence que nous utiliserons sont les suivantes :

+00 1 ¢ +00
J\ t_"‘ converge ssia>1, j t_o‘ converge ssia<l, J e*“tdt converge ssia>o0.
1 0 0

1

On pourra rajouter a cette liste le résultat suivant : J (Int)dt converge.
0

Exercice 10

A l'aide du théoréme d’équivalence, prouver que l'intégrale j converge.
0 t2 +1)Vi2+4
A l'aide du théoréme de domination, prouver que I'intégrale J- dt converge.
1

1
converge.

A l'aide d’un changement de variable, prouver que 'intégrale J

dt
0 V1-t¢2
m L'exemple de la fonction I’

+o0
La fonction I' est une fonction mathématique définie sur une partie de R par la formule : I'(x) = f e~ ldt.
0
1

1 Ly iy —t x— .
= donc (théoréme d’équivalence) j e~'t*"1 dt converge si et seulement
0

— Au voisinage de 0, e 1
six>0.
+00
— Au voisinage de +oo0, e’ 1 = O(e™?), donc (théoréme de domination) J et lde converge pour
+0co

1
tout x € R.

1. On ne manquera pas de faire 'analogie avec les séries a terme général positif : lorsque (u,) est une suite positive, la suite des sommes
partielles de la série E u, est croissante, et la série converge si et seulement si la suite des sommes partielles est majorée.
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On en déduit que la fonction I est définie sur I'intervalle ]0,+oo].

La propriété la plus simple de la fonction I' est de vérifier la relation : I'(x + 1) = xI'(x), qui résulte d’une
intégration par parties :

v v v v
f et ¥de = [—e_t tx] +f et xt ldt=e  ur—e Vv + xJ et 1dr
u u u U

qui conduit en faisant tendre u vers 0 et v vers +oo a : I'(x +1) = 0— 0 + xI'(x).
Sachant que I'(1) = 1 on en déduit aisément la relation : Vn € IN*, I'(n) = (n—1)!; d’une certaine facon, la fonction
I' prolonge donc la fonction factorielle a une partie de RR.

2.3 Absolue convergence et fonctions intégrables

La section précédente nous a donné des outils pour prouver la convergence des intégrales des fonctions a
valeurs positives. Dans le cas général, nous allons nous y ramener a 1’aide de la notion d’absolue convergence,
notion semblable a celle que I'on connait déja dans le cadre des séries numériques.

Tutoreme 2.4 — Soit f : 1 — K une fonction continue par morceaux, telle que I'intégrale : Jlfl soit convergente.
I
Alors il en est de méme de 'intégrale Jf On dira que cette derniére intégrale est absolument convergente, et que la
I

fonction f est intégrable sur L

Remarque. Lorsque I = [, b[ une fonction intégrable sur I sera aussi dite intégrable en b. De méme, une fonction
intégrable sur ]a, b] sera aussi dite intégrable en a.

TutoriME 2.5 — Lespace L' (I,KK) des fonctions intégrables de 1 vers KK est un K-espace vectoriel.
Nous pouvons traduire le théoréme 2.3 et ses corollaires en termes d’intégrabilité :

TuEorREME 2.6 — Soit f : 1— Cet g: 1 — R, deux fonctions continues par morceaux, telles que 0 <|f| < g. Si g est
i<l
I I

. cost o .
Exemple. La fonction t - 7 est intégrable sur [1, +oo[ (ou encore intégrable en +oo) car |

intégrable sur 1, il en est de méme de f, et

cost 1

2 ‘<t2'

CororrairRe — Soit f :[a,b] —> Cet g:[a,b] > R, deux fonctions continues par morceaux telles que |f (t)| = O(g(t)).

Alors si g est intégrable sur [a, b, il en est de méme de f.

CoroLLAIRE — Soit f :[a,b] > Cet g:[a,b] » R, deux fonctions continues par morceaux telles que |f (t)| > g(t).

Alors si g est intégrable sur [a, b, il en est de méme de f.

Les deux derniers résultats s’étendent bien entendu au cas de l'intervalle ]a, b].

B fonctions de carré intégrable

Une fonction f : I — K est dite de carré intégrable lorsque la fonction f? est intégrable sur I. Ces fonctions
constituent elles aussi un espace vectoriel, mais ce résultat passe par l'obtention du résultat suivant :

Lemme — Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors f g est intégrable.

TutoriME 2.7 — Lespace L?(1,KK) des fonctions de carré intégrable de 1 vers K est un K-espace vectoriel.
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Remarque. Le résultat du lemme permet en outre d’observer que l'application (f, g) — Jfg est une application
I

bilinéaire, symétrique et positive définie sur L2(I,1R). Ceci conduit naturellement a :

TutoremE 2.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) — Si f et g sont deux fonctions de carré intégrables, alors

L'f gl< (Jl'f 2 JI |g|2)1/2

B Un exemple de semi-convergence

La notion d’intégrabilité que nous venons de définir est la seule qui généralise de maniére pertinente la notion
d’intégration sur un segment; en effet nous verrons dans la section suivante que les différents théorémes relatifs
aux intégrales a parameétre exigent une hypothése d’intégrabilité.

Cependant, il existe des intégrales qui sont convergentes sans étre absolument convergentes : I'intégrale j f

converge mais l'intégrale | |f|diverge. On dit dans ce cas que l'intégrale | f est semi-convergente. Attention,
I
dans ce cas la fonction f n’est pas intégrable sur I (tout en possédant une intégrale, ce qui peut paraitre

paradoxal).

L’étude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme, aussi nous nous contenterons de voir un
seul exemple :

+00
y .. sint .
Prorosition 2.9 — L'intégrale de Dirichlet J- —— dt est semi-convergente.
0

3. Le théoréme de convergence dominée

Nous avons vu dans le chapitre sur les suites de fonctions que sous réserve d’une hypothése de convergence
uniforme sur le segment [a, b], on pouvait intervertir passage a la limite et intégration :

b b
s [0 " s

Malheureusement, ce théoreme ne s’étend pas au cas de I'intégration sur un intervalle quelconque, comme le
montre 'exemple suivant :

Pour tout n € IN%, f, : [0,+00[ — R est la fonction continue et affine par morceaux dont le graphe est donné
ci-dessous :

1/n

n 2n

1 . .
Puisque ||f,llo = —, la suite (f,) converge uniformement vers la fonction nulle sur [0, +oo[. Pourtant, pour tout
n

+o0 +00 +00
neNonaJ fun=1,donc lim fnif lim f,.
0 0 0

n—+oco n—+oco
Nous allons maintenant étudier un théoréme permettant de faire une telle interversion dans le cadre d’un
intervalle quelconque, segment ou pas. Cependant, la preuve de ce résultat sera admise, car inaccessible a ce
niveau.
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3.1 Le théoréme de convergence dominée

Ce théoréme s’applique aux fonctions a valeurs réelles ou complexes.

TutoreMmE 3.1 (Théoreme de convergence dominée) — Soit (f,) une suite de fonctions da valeurs réelles ou
complexes, continues par morceaux sur 1. On suppose que :

(i) (f,) converge simplement sur 1 vers une fonction f continue par morceaux sur 1;

(ii) il existe une fonction ¢ intégrable sur 1, telle que :

VnelN, |ful<¢ (hypothese de domination).

Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur 1, et : jf = lim an
I I

n—+oo

Remarque. IL n’est pas difficile de justifier I'intégrabilité des fonctions f,, : il s’agit d’une application directe
du théoréeme 2.6. De méme, I’hypothése de convergence simple permet le passage a la limite dans I'inégalité :
YVt el |f,(t) < §(t) pour obtenir : ¥t € I, |f(t)| < ¢(t), ce qui permet d’appliquer de nouveau le théoréme 2.6
pour justifier I'intégrabilité de f. En revanche, nous admettrons 1’égalité encadrée.
%
Exemple. Considérons les intégrales de Wallis j (cost)"dt. La suite de fonctions f,, : t > (cost)"” converge
0

. . Iy T . . .
simplement vers la fonction f : t — 0 sur l'intervalle ]O, E] Les fonctions f, sont dominées par la fonction

b 3
intégrable ¢ : t > 1, donc le théoréme de convergence dominée s’applique : lim (cost)"dt = f f(t)ydt=0.
0 0

n—+oo

+0o

Exemple. Considérons pour n > 1 les intégrales f e dt. La suite de fonctions f, : t — e converge
0
1 site[01]

simplement vers la fonction f : t > {e™! sit=1 . Les fonctions f, sont dominées par la fonction inté-

0 sit>1
1 site[0,1] +oo

grable ¢p:t—<{ , donc le théoreme de convergence dominée s’applique : lim e dt =
e sit>1 n—+oo )

L+Oof(t)dt: 1.

Exercice 11

+00 h t
Soit & : [0,+00[ — R une fonction continue et bornée, et, pour n € N*, u,, = f ﬁ .
0 n

Déterminer la limite de la suite (u,,).
Lorsque h(0) # 0 et ’aide du changement de variable x = nt, déterminer un équivalent de u,,.

3.2 Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Pour inverser série et intégrale, nous allons la encore étre obligés d’admettre le résultat suivant :

TutoremE 3.2 — Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables sur 1. On suppose que :

(i) la série de fonctions E fn converge simplement et la somme S = E f est continue par morceaux;

n=0
(ii) la série Zflfnl est convergente.
1 +00
Alors la fonction S est intégrable sur 1, et JS = ijn
1 =gl

Remarque. On peut observer que la série ijn converge absolument puisque ‘Jf,,
I I

<£|fn|.
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1
In(1+
Exemple. Nous allons calculer 'intégrale f In(1+x) dx a l'aide d’'un développement en série.
0
+00 n +00 n—1
X In(1 +x) X
Vx€]0,1[,In(1+x)= ) (-1)"'=donc ——— =) (-1)"1=—.
xe 0o, In(l+x)=) (-1)"'—done ——==) (-1)"'—
n=1 . n=1
" In(1 +
Notons f;, : x > (=1)""! Y Lasérie de fonctions an converge simplement, et la somme S: x - Inl+x) est
n x
continue.
- 1 x" 1
On calcule ' |dx =3 sachant que la série Z— converge, le théoréme d’intégration terme a

+00

1n1+x

terme s’applique : f
0

Exemple. Considérons un réel a > 0 et, pour n € IN¥, les fonctions f, : x > x*!

+00 a—1

continues et intégrables sur ]0,+oo[. Pour tout x > 0, Zx"‘_l e ™ = "1
ox _

e ™. 1l s’agit de fonctions

et (en posant y = nx) :

+00 +00
J |xocfl efnx’dx — nl_af ya—l oV dy = I;(lg).
0 0
a1

La série E —a converge dés lors que a > 1. On en déduit que la fonction x — — 1 est intégrable sur ]0, +oo|
eX

lorsque « > 1 (résultat qu’on pouvait obtenir directement), et dans ce cas :

+oo a-1 too 1
dx=T — =T .
I x=T(@) ) —=T(a)(a)

e -1 n

n=1

+0oo

+00 2
1 =
Par exemple, pour a = 2 on obtient : J‘ = E — = —.
0 - 7’12 6
Exercice 12

1

Int (-1)"

(2n+1)2°

La constante de Catalan est le réel : K = —J

thtbll lité : K=
T+ ablir I’égalité : Z

B Une démarche alternative
+00 (_1)n
Considérons 'exemple suivant : on cherche a calculer E 1
n
n=0

+00 (_Un +00 1+°<>
1 (—1”[ t"dt = f 1)*t" dt_J —_ln2

n=0 n=0

en utilisant la suite de calculs suivante :

Il nous faut justifier la deuxiéme égalité de ce calcul.
Essayons d’utiliser le théoréme 3.2 en notant f,, : t > (=1)"#" sur I = [0, 1[. Lhypothése (i) est bien vérifiée, mais

pas I’hypothese (ii) car la série Zﬁ diverge. Dans ce cas, la solution consiste a utiliser le théoreme 3.1 a la
n
suite des restes. On écrit :

N n +00
Ry ZJ- tndt+J:RN(t)dt:Z(n_41-)l +J:RN(t)dt avee Ry(f) = Z (1)1,

n=0 n=N+1

D’apres le critére spécial relatif aux séries alternées, [Ry(t)| < tN*! < 1, ce qui permet d’appliquer le théoréme

1 1 1 +o0
dt -1)"
de convergence dominée : lim Ry(t)dt = f lim Ry(#)dt = 0 et ainsi conclure : j —= E (—)
N—+c0 Jg 0 N—+oo o 1+t :0n+1
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3.3 Intégrales dépendant d’'un parameétre

Considérons maintenant une fonction a deux variables f : AxI — K telle que pour tout x € A, la fonction
t — f(x,t) soit continue par morceaux et intégrable sur I. On peut alors définir une application g: A - Ken
posant :

VxeA, g(x)= ff(x, t)dt.
I

La continuité de f vis-a-vis de sa variable x permet-elle d’en déduire celle de g? La réponse est malheureusement
négative. Considérons a cet effet 'application :

+oo
fi(xt)xe™ et g:xr—>J xe ¥ dt.
0

Pour tout x > 0, 'application f(x,-) est intégrable sur [0, +oo[, donc g est bien définie.

Il est aisé de calculer : g(0) =0 et Vx >0, g(x) = 1, aussi g est discontinue en 0 bien que f soit continue vis-a-vis
de x.

Pour en déduire la continuité de la fonction g, il va donc étre nécessaire d’avoir une hypothese supplémentaire :
ce sera une hypotheése de domination.

m Continuité sous le signe intégral

TutorEME 3.3 — Soit f : Ax1 — K une fonction telle que :
(i) pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux;
(ii) pour tout t €1, la fonction x v f(x,t) est continue sur A;
(iii) il existe une application ¢ intégrable sur 1 telle que :

Y(x,t)e AxI, [f(x,t)| < $(t) (hypothése de domination).
Alors Uapplication g : A — K définie par : Vx € A, g(x) = Jf(x, t)dt est définie et continue en tout point de A.
I

+00
t*~Le ! dt est définie sur ]0,+oo[. Nous alons prouver qu’elle

Exemple. Rappelons que la fonctionI': x —

y est continue. 0
Notons f(x,t) = t*"Le™" et considérons deux réels 0 < a < b. Pour tout x € [a,b] ona: ¥t €]0,1], 0 < t* le™ <
7l et et pour tout t € [1,+00[, 0 < et <th1e~t Ainsi, pour tout t >0 on a [f(x, ) < () avec

et sitg1
#) =
o(t) {tb_le_t it>1

VA

S1

L'application ¢ est intégrable sur |0, +oo[ et domine f, donc I’ est continue sur [, b], puis par recouvrement sur
10, +oo].

Remarque. Comme nous venons de le voir sur cet exemple, il est possible de procéder par recouvrement, en
prouvant par exemple la continuité sur tout segment inclus dans I.

B Limites aux bornes de l'intervalle de définition
La notion de caractérisation séquentielle permet d’obtenir une version continue du théoréme de convergence

dominée, sous la forme :

TutoremE 3.4 — Soit f : Ax1 — K une fonction telle que :
(i) pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux;
(ii) pour tout t €1, f(x,t) — €(t), la fonction € étant continue par morceaux sur I;
X—a

(iii) il existe une application ¢ intégrable sur 1 telle que :

V(x,t)e AxI, |f(x,t)| < (t) (hypotheése de domination).

Alors € est intégrable sur 1, et Jf(x, f)dt — | £(¢)dt.

1 X—a 1
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m Dérivation sous le signe intégral

TutorEME 3.5 — Soit f : Ax1— K une application vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) pour tout x € A, la fonction t +— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1;

(ii) pour tout t €I, x — f(x,t) est de classe & sur A;

: J .
(iii) pour tout x € A la fonction t —f(x, t) est continue par morceaux sur 1;

ox
(iv) il existe une application ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur 1 telle que :
of , o
Y(x,t)e AxI, 'x(x, t)‘ < ¢(t) (hypotheése de domination).

0
Alors la fonction g : x +— ff(x,t)dt est de classe €' sur A, et : Vx € A, g'(x) = fa—i(x, t)dt.
I I

Remarque. A l'instar de la continuité, il est fréquent d’avoir a procéder par recouvrement, par exemple en
prouvant a 'aide de ce théoréme que g est de classe ! sur tout segment inclus dans J.

Exercice 13

+00 —xtz
s . e
On consideére la fonction g: x +— J
0

1+1¢2

a. Montrer que g est définie et continue sur [0, +oco|.
b. Montrer que g est de classe ! sur ]0, +oo[ et solution sur cet intervalle de I’équation différentielle :

dt.

Extension au cas des fonctions de classe ¥
Enfin, nous admettrons l’extension de ce théoréme, a 'instar du théoréme équivalent pour les séries de

fonctions :

ProrosiTiON 3.6 — Soit f : Ax1— K une application vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) pour tout x € A, la fonction t +— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1;
(ii) pour tout t €I, x — f(x,t) est de classe & sur A;
. . aif . .
(iii) pour tout x € A et tout i € [[1,k — 1], la fonction t — F(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur 1;
X
ak
(iv) pour tout x € A la fonction t W(X’ t) est continue par morceaux sur 1;
X

(v) il existe une application ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur 1 telle que :

o f

Y(x,t) e AxI, |—=
(x,t) o

(x, t)' < O(t) (hypothése de domination).

, i
Alors la fonction g : x Lf(x,t)dt est de classe €% sur A, et : Vx e A, Vie M1, k], g(’)(x) = ﬁ%(x,t)dt.
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