Chapitre II

Reduction des endormorphismes

Réduire un endomorphisme, c’est trouver une base dans laquelle la matrice associée a cet endomorphisme est
la plus simple possible, de maniére a faciliter les calculs que ’'on peut étre amené a effectuer sur celui-ci. La
réduction sans doute la plus utilisée en dimension finie est la réduction de Jordan, qui décompose I’espace en
somme directe de sous-espaces stables, 'endomorphisme agissant de maniere trés simple sur chacun de ces
sous-espaces.

1. Introduction

Nous allons commencer par observer 'action de la réduction de Jordan sur un exemple, pour apprécier l'intérét
qu’il y a a réduire un endomorphisme.

Exemple. Considérons I'endomorphisme u de E = R* défini par sa matrice sur la base canonique (e) :

5 8 6 5

0 2 0 0
Mate)=|_ 4 o 3|74

1 4 2 5

Nous allons effectuer le changement de base sur la base (¢) définie par la matrice de passage :

-1 0 1 -1
o 0 -1 -1
1 -1 0 1
1 1 1 1

Mat(e)(e') = =P

Bien entendu, nous ne savons pas pour l'instant comment ont été choisis ces vecteurs formant la nouvelle base;
c’est la tout I'enjeu de ce chapitre. Mais observons déja le résultat de ce changement de base.

Nous l'avons déja dit au chapitre précédent, calculer P™' AP est la plus-part du temps une mauvaise option;; il

est préférable de calculer les vecteurs u(e;{), k €{1,2,3,4}, et chercher a les exprimer dans la base (¢’). On calcule
donc:

u(ey) = —u(ey) + u(es) + u(eq) = —4ey + 4es + dey = 4e]

u(eh) = —u(es) + u(es) = —e; — 3e3 + 3ey = €] +4e)

u(ey) = u(ey) —u(ey) + u(eq) = 2e; — 2e5 + 2e4 = 2¢;

u(ey) = —uley) —u(ey) + u(es) +ueq) = —2e; — 2e; + 2e3 + 2e4 = 2e)

4 1/00
Nous obtenons Mat . (u) = 0 4/0 0 =p-laPp.
0020

0002

Cette nouvelle matrice est constituée de deux blocs diagonaux, qui correspondent a la décomposition de I'espace
en deux sous-espaces stables : E = H; @ H, avec H; = Vect(ej, e5), Hy = Vect(e}, e}).

Sur le plan vectoriel H, I'’endomorphisme u agit comme une homothétie :
Vx € Hy, u(x) =2x.

Sur le plan vectoriel H;, I’action de u est un peu plus compliquée : c’est I'addition d’une homothétie de rapport
4 et d’'un endomorphisme nilpotent v défini par v(e;) = Og et v(e)) = e :

Vx e Hy, u(x)=4x+v(x) avec v2(x) = Op.
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2.2 Réduction des endormorphismes

11 est beaucoup plus facile de travailler avec la base (¢’) qu’avec la base (e); par exemple, le calcul de u" s’obtient
trés simplement dans la base (¢') :

Vx e Hy, u(x) = 4"x+nd" lo(x), VxeH,, u"(x)=2"x
4" na" o 0
égalités qui se traduisent matriciellement par : A" = P|| 0 4" 10 0 [p

Exercice 1

1 1 1
On considére I'endomorphisme u € £(IK3) défini par la matrice A=| 1 1 1.
-1 1 1
Déterminer les droites vectorielles stables par u, et en déduire une base (e) de K3 pour laquelle Mat,)(u) est

diagonale.

2. Eléments propres

Dans l'exemple introductif que nous venons de traiter, sur deux des sous-espaces de la décomposition (H, et H3)
I’'endomorphisme agit comme une homothétie. Ce sont ces sous-espaces particuliers qui vont nous intéresser.

2.1 Valeurs et vecteurs propre

Dans cette section, sauf mention explicite du contraire, E désigne un KK-espace vectoriel, de dimension finie ou
non.

DeriNiTiON. —  On dit qu’un scalaire X € K est une valeur propre d’un endomorphisme u € L(E) lorsqu’il existe un
vecteur non nul x € E tel que u(x) = Ax. Dans ce cas, on dit que x est un vecteur propre associé d la valeur propre A.

On note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres de u; c’est le spectre de u.

DerINITION. —  Si A est une valeur propre de u, on note Ey(u) = Ker(u — Mdg); il s’agit du sous-espace propre
associé d la valeur propre . C’est un sous-espace vectoriel de E stable par u.

Attention. Le vecteur nul n’est pas un vecteur propre; les vecteurs propres associés a une valeur propre A sont
les éléments non nuls du sous-espace propre E, (1), sous-espace qui est au moins de dimension 1.

Remarque. La restriction de u au sous-espace propre E,(u) est 'homothétie vectorielle de rapport A.

Exercice 2

Soit E = €% (R, R) le R-espace vectoriel des applications de classe € sur R, et D : f > f’ l'opérateur de
dérivation. Déterminer les éléments propres (valeurs et vecteurs propres) de D.

TutorEME 2.1 — Si Ay,..., A sont des valeurs propres deux a deux distinctes de u, la somme By (u)@®---®Ey, (u)
est directe.

Chacun de ces sous-espaces propres étant au minimum de dimension 1, on en déduit :

Cororraire — Si E est un espace vectoriel de dimension finie p, tout endomorphisme a au plus p valeurs propres
distinctes.
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2.3

B Traduction matricielle en dimension finie

Considérons maintenant un K-espace vectoriel E de dimension finie, et (e) une base de E. L'égalité u(x) = Ax se
traduit matriciellement par AX = AX, ou A = Mat,)(u) € M,(K) et X = Mat,)(x) € M, 1 (K), ce qui nous amene
aux définitions suivantes (rappelons que I'espace des matrices colonnes M, | (KK) est identifi¢ a IKP) :

DeriniTION. —  Soit A € M, (K) une matrice carrée. Un scalaire X € K est une valeur propre de A lorsqu’il existe
un vecteur non nul x € KP tel que Ax = Ax. Le vecteur x est un vecteur propre associé d la valeur propre A. En outre,
on appelle sous-espace propre associé d la valeur propre X le sous-espace vectoriel :

Ker(A-AI) = {x e KP | Ax = )\x}.

D’aprés le corollaire du théoréme 2.1, une matrice p x p ne peut avoir plus de p valeurs propres distinctes.

Il y a bien entendu parfaite équivalence entre éléments spectraux d’'un endomorphisme et éléments spectraux
d’une matrice qui lui est associée par le choix d’une base.

ProrosiTiON 2.2 —  Un scalaire A est valeur propre de A € M, (K) si et seulement si det(AI—A) = 0.
Ce dernier résultat nous indique la démarche a suivre pour étudier les éléments propres en dimension finie :

1. déterminer les valeurs propres de A en résolvant I’équation det(AI-A) = 0;

2. pour chaque valeur propre A, résoudre le systéme linéaire (A — AI)X = 0 pour déterminer une base du
sous-espace propre correspondant;

3. Lorsque cela est possible, construire une base formée de vecteurs propres, et établir la formule de
changement de base A = PDP~!.

Exercice 3

Déterminer les éléments propres des matrices suivantes et le cas échéant, former une base de vecteurs propres :

5 2 6 5 -3 -2 0 2 1
A =|-4 -1 -8 Ay=|-3 5 2 As=|-4 6 1
0 0 2 6 -6 -2 4 -4 2

2.2 Polynome caractéristique

En dimension finie, nous venons de constater que déterminer les valeurs propres d’'un endomorphisme u € £(E)
revient a résoudre I’équation det(u — Aldg) = 0. Nous allons nous intéresser a la nature de cette équation, en
démontrant qu’il s’agit d’une équation polynomiale.

Considérons une base quelconque (e) de E, et A =Mat,(u) = (a;;). Alors :

X—djp —412 —————— —Adyp
—Aaz1
det(xIdg — u) = det(xI - A) =
“Ap-1,p
“Apl ————————— TApp-1 X dpp
TuEorEME 2.3 — Lapplication x +— det(xI — A) est une fonction polynomiale; le polyndme qui lui est associé est un

polyndéme unitaire de degré p appelé polyndme caractéristique de la matrice A. Il est noté X 5.
Remarque. Le déterminant d’un endomorphisme ne dépendant pas de la base choisie pour effectuer le calcul,

on définit de méme le polyndme caractéristique d’un endomorphisme : le polynéme canoniquement associé a la
fonction polynomiale x — det(xIdg — u).
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2.4 Réduction des endormorphismes

Exemple. Lorsque A = (Z 2), son polynome caractéristique est :

X—a —C

=(x—a)(x—d)—bc=x>—(a+d)x+ad —bc=x>—(tr A)x + det A.
-b x-d

Remarque. Pour une matrice A € M, (KK) de taille p x p, le coefficient constant de X , est égal a (—1)" det A et le
coefficient de XP~! égal & —tr A.
Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et # € £(E) un endomorphisme de rang 1. Déterminer son
polynoéme caractéristique.

m Ordre de multiplicité d’'une valeur propre

DEFINITION. —  les valeurs propres d’un endomorphisme u sont les racines de son polynome caractéristique. On appelle
ordre de multiplicité d'une valeur propre son ordre de multiplicité en tant que racine du polyndéme caractéristique.

ProposiTioN 2.4 — Lorsque le polynome caractéristique est scindé, notons Ay,..., A, les valeurs propres de u, en

p 14
répétant autant de fois que sa multiplicité chacune des valeurs propres. Alors detu = I_I Apettru= Zkk.
k=1 k=1

Enfin, on notera qu’il existe un lien entre ordre de multiplicité de la valeur propre et la dimension du sous-espace
propre correspondant :

THEOREME 2.5 — La dimension d’un sous-espace propre est inférieure ou égale da l'ordre de multiplicité de la valeur
propre correspondante.

Ce résultat a plusieurs conséquences intéressantes. Considérons par exemple une valeur propre simple (c’est a
dire de multiplicité égale a 1). Le sous-espace propre associé n’étant pas réduit a {Og}, on en déduit qu’il est
obligatoirement de dimension 1.

Nous verrons d’autres conséquences de ce résultat dans les sections suivantes.

2.3 Diagonalisation en dimension finie

Dans toute cette section on suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie p.

DeriNITION. —  Un endomorphisme u € L(E) est dit diagonalisable lorsqu’il existe une base (e) dans laquelle la
matrice Mat,)(u) est diagonale.

Traduction matricielle
Considérons une base quelconque (e), et A = Mat(,)(u). u est diagonalisable s’il existe une base (') telle que
D = Mat,(u) est diagonale. Si on note P = Mat,)(e’) la matrice de passage de (e) vers (¢’) nous disposons de la

relation : D = P~' AP, qu’on peut écrire A = PDP~!. Ceci conduit a la définition :

DEerINITION. —  Une matrice carrée A € M,(K) est dite diagonalisable lorsqu’il existe une matrice inversible
P e GL,(K) telle que A = PDPL.

Exemple. Les matrice A; et A, de I'exercice 3 sont diagonalisables : nous avons dans les deux cas trouvé une
base formée de vecteurs propres.

Exercice 5

Soit A € M,(K) une matrice triangulaire supérieure dans laquelle tous les coefficients diagonaux sont égaux.
Peut-elle étre diagonalisable?
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2.5

Remarque. Lorsqu’un endomorphisme u est diagonalisable, la base (e) pour laquelle Mat,)(u) est diagonale
est constituée de vecteurs propres. Dés lors, on ne s’étonnera pas des nombreuses définitions équivalentes que
I’on va obtenir en faisant intervenir la théorie spectrale.

Tutoreme 2.6 — Soit u € L(E) un endomorphisme de E, et Sp(u) = {A1,..., A} le spectre de u. Alors u est
diagonalisable si et seulement si E=E) (u)®---®E,, (u).

Cororraire — Soit u € L(E) un endomorphisme de E, Sp(u) = {Ay,..., M} le spectre de u. Alors u est diagonalisable
k

si et seulement si Zdim E),(u) =dimE.
i=1

Exemple. La matrice A3 de l’exercice 3 n’est pas diagonalisable. Nous n’avons trouvé que deux sous-espaces
propres, chacun de dimension 1.

CororLaIRe — Un endomorphisme u de L(E) est diagonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est
scindé sur le corps de base K, et si pour toute valeur propre la dimension du sous-espace propre associé est égale d sa
multiplicité dans le polynome caractéristique.

Exemple. Reprenons une nouvelle fois les exemples de I'exercice 3 :
— le polynéme caractéristique de A; est égal a (X —1)(X —2)(X—3); Ay posséde trois sous-espaces propres
de dimension 1 donc A; est diagonalisable;
— le polynome caractéristique de A, est égal & (X —2)*(X — 4); le sous-espace propre associé a la valeur
propre 2 est de dimension 2, celui associé a la valeur propre 4 de dimension 1, donc A, est diagonalisable;

— le polynome caractéristique de Aj est égal a (X — 2)2(X —4); le sous-espace propre associé a la valeur
propre 2 est de dimension 1 donc Aj n’est pas diagonalisable.

Un cas particulier

Lorsque E est de dimension p et lorsque u possede p valeurs propres distinctes, chacun des sous-espaces propres
est de dimension au moins égale a 1 donc la somme des sous-espaces propres est au moins de dimension p. Ceci
prouve que la somme de ces sous-espaces propres est égale a E, donc u est diagonalisable, et indique en plus
que chacun de ces sous-espaces propres est de dimension 1. C’est le cas par exemple de la matrice A;.

Cette situation n’est pas caractéristique de tous les endomorphismes diagonalisables (comme le montre par
exemple la matrice A,), mais quand elle se produit, nous donne une facon simple de justifier que I’endomor-
phisme est diagonalisable :

ProrosiTion 2.7 — Si E est de dimension p et si u € L(E) posséde p valeurs propres distinctes alors u est diagonali-
sable.
Exercice 6 00 2

Soit z € C. Montrer que la matrice M=|1 0 0]e M3(C) est diagonalisable, sauf pour deux valeurs de z
qu’on précisera. 1 1 0

Attention. Pour finir cette section, observons que la derniére caractérisation de la diagonalisation fait intervenir
le corps de base K. Lorsqu’il s’agit de diagonaliser un endomorphisme, le corps de base est imposé par ’espace
vectoriel, mais lorsqu’il s’agit de diagonaliser une matrice a coefficients réels, il est possible de la considérer
comme un élément de M,(R) mais aussi comme un élément de M,(C). En d’autres termes, une matrice a
coefficients réels peut étre diagonalisable dans M, (C) sans étre diagonalisable dans M, (R).

1 1
réelles : elle n’est pas diagonalisable dans M;(IR). En revanche, elle dispose de deux valeurs propres complexes
distinctes 1 —i et 1 +i donc est diagonalisable dans M, (C).

Considérons par exemple la matrice A = ) On calcule X, = (X-1)?+1, donc A n’a pas de valeurs propres
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2.6 Réduction des endormorphismes

2.4 Projecteurs spectraux d’'un endomorphisme diagonalisable

Considérons une projection vectorielle p € £L(E) sur H; parallelement a H, : on a E = H; @ H,, et dans une base
(e) adaptée a cette décomposition on a

1

AN

Mat(e)(p) = 1

L'endomorphisme p est diagonalisable, Sp(p) = {0,1}, et H; = Ker(p —Idg) et H, = Ker p sont les sous-espaces
propres associés.

On peut de méme considérer la symétrie vectorielle s € £(E) par rapport a Hy, parallelement a H, : sur la méme
base (e) on a cette fois

1

AN

Mat(s)(s) = 1

-1

N

-1

L'endomorphisme s est diagonalisable, Sp(s) = {-1,1}, H; = Ker(s —Idg) et H, = Ker(s + Idg).

Observons enfin que s = p—(Idg—p) = 1xp; +(—1)xp,, ou p; = p est la projection vectorielle sur H; parallélement
a H, et pp =Idg —p est la projection vectorielle sur H, parallelement a H;.

Considérons enfin un endomorphisme diagonalisable u € L(E), et la décomposition de E en somme des sous-
espaces propres : E = Ey (u)®---®E, (u). Si (e) est une base adaptée a la décomposition de I’espace, nous
avons :

M

N

Mat,(u) = A2 _

Mk

AN

Mk

La famille (py,..., px) associée a cette décomposition de I’espace est appelée la famille des projecteurs spectraux
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2.7

de u. Rappelons que pour tout i € [1,k]], p; est la projection sur E) (u) parallelement a @ E)\].(u). Ainsi,

j#i

Mat, (p;) = N i bloc

N

0

k k
On dispose alors de maniere évidente des égalités Idg = ij etu = ijpj, et plus généralement :
j=1 j=1

k
ProposiTION 2.8 — Pour tout entier n€ N ona|u" = Z)\?pj.
j=1

Remarque. Lorsque u est inversible (c’est a dire lorsque 0 n’est pas valeur propre de u) cette formule s’étend
sur Z.

interprétation matricielle 1
Considérons la diagonalisation de la matrice A obtenue dans l’exercice 3: A = PDP~! avec D = 2 .
3
Dans la base de diagonalisation, les trois projecteurs spectraux sont associés aux matrices
1 0 0
0 | Lo 0o |
0 0 1
Dans la base initiale, les trois projecteurs spectraux sont donc associés aux matrices
1 0 0
u=p| o |PY, v=P[ 1 [P', w=P| o0 [P
0 0 1
1

Onal=U+V+W,A; =U+2V+3W, et plus généralement : Vne N, A] =P 2" Pl =U+2"V+3"W;

37’1
le calcul des matrices U, V et W permet donc d’exprimer aisément Af.
Exercice 7

On considére la matrice A, de I’exercice 3. Justifier I’existence (mais sans les calculer) de deux matrices U et V
telles que pour tout n € IN, A} =2"U+4"V.

Montrer que ces matrices U et V peuvent s’exprimer en fonction des matrices I et A, et en déduire une
expression de A" en fonction de I et de A.
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2.8 Réduction des endormorphismes

m Application a la recherche du commutant d’'un endomorphisme diagonalisable

Considérons un endomorphisme u diagonalisable, et posons Sp(u) = {Ay,..., A\t}. Nous allons chercher a caracté-
riser le commutant de u, c’est-a-dire I’ensemble des endomorphismes v € L(E) qui vérifient: uov =vou.

Le raisonnement que nous allons tenir tient essentiellement au fait suivant :
pour tout x € By (u), u(v(x)) =uov(x)=vou(x)=v(u(x))=v(Ax)=Av(x)
égalité qui montre que pour tout x € E) (u), v(x) € By (u) : le sous-espace propre E, (u) est stable par v.
Ceci montre que dans une base adaptée a la décomposition de ’espace en somme de sous-espaces propres, la

matrice associée a v est diagonale par blocs.
Bref, dans une telle base nous avons :

Al A,

Mat ) (u) = Aol _ et Mat ) (v) = Az _

Al Ay

Réciproquement, il est évident que ces deux matrices (et donc les endomorphismes u et v) commutent. Nous
avons donc prouvé la

ProposiTION 2.9 — Si u est un endomorphisme diagonalisable, les endomorphismes qui commutent avec u sont ceux
qui laissent stables les sous-espaces propres.

CoroLLAIRE — Lorsque le polynome caractéristique de u est scindé a racines simples, le commutant est un espace de
dimension p = dimE, et les projecteurs spectraux de u en constituent une base.

Exercice 8

Soit A € M;(IR) une matrice admettant —1 et 8 pour valeurs propres. Justifier 'existence d’'une unique matrice
B € M,(R) vérifiant B® = A, puis exprimer B en fonction de I et de A.

2.5 Polynémes annulateurs et théorie spectrale

Etant donnés un endomorphisme u de E et un polyndme P € K[X], nous avons les implications :
— si A est valeur propre de u, P()) est valeur propre de P(u);
— si P(u) = 0, toute valeur propre A de u est racine de P.

Ce dernier résultat montre qu’il existe un lien entre les racines d’un polynéme annulateur de u et ses valeurs
propres. C’est ce que nous allons étudier dans cette partie.
Considérons maintenant un endomorphisme diagonalisable u; il existe une base (e) pour laquelle :

M
M
)
Mat,(u) = \)\ avec  Sp(u)={M,..., M)
2
Ak
Ak
k
On constate que le polynome P = I_[(X —-Aj) = ]_[ (X—2X) annule u (on peut méme constater que c’est le
j=1 AeSp(A)

polyndme minimal). Notons qu’il s’agit d’un polynome scindé a racines simples.
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2.9

Nous venons de constater que lorsque u est diagonalisable, il existe un polynéme scindé a racines simples qui
annule u. Le fait remarquable est qu’il s’agit d’'une équivalence, comme le prouve le théoreme :

TutoreME 2.10 — Soit u € L(E) un endomorphisme de E. Alors u est diagonalisable si et seulement si u est annulé
par un polyndme scindé d racines simples.

Attention. Cette preuve ne permet pas d’affirmer que les A; sont les valeurs propres de u, car rien ne dit quon
a bien E,\j(u) # {0g}. Tout au plus peut-on affirmer que Sp(u) C {Aq,..., Ax}

Notons en revanche que lorsqu’on connait les valeurs propres de u, on peut en déduire le résultat suivant :

CorOLLAIRE — U est diagonalisable si et seulement s’il est annulé par le polynome ]_I (X=A).
AeSp(u)

Notons pour finir que ce résultat permet de prouver le résultat suivant :

Prorosition 2.11 — Si u est diagonalisable et si H est un sous-espace vectoriel stable par u, alors I'endomorphisme
induit par u sur H est aussi diagonalisable.

Exercice 9

Soit # € L(E) un endomorphisme pour lequel il existe une famille libre (e) vérifiant : u(e;) = e; et u(ep) = e1 +e5.
L'endomorphisme u est-il diagonalisable?

2.6 Le théoréeéme de Cayley-Hamilton

Nous venons donc d’établir un lien entre les deux chapitres d’algébre linéaire de ce cours : la notion de polynome
annulateur et la notion d’endomorphisme diagonalisable. Il nous reste a énoncer un dernier résultat.

Lorsque u est diagonalisable, le polynome caractéristique X, de u est un multiple de ]_[ (X —2). Ce dernier
AeSp(u)

polyndme étant annulateur, il en est de méme de X,,. Le théoréeme qui suit affirme que ceci reste vrai méme

lorsque u n’est pas diagonalisable :

TutoreME 2.12 (Cayley-Hamilton) — Le polyndome caractéristique de u est un polynome annulateur de u.

Ce résultat présente bien évidemment ’intérét de nous fournir un polynéme annulateur de 1, mais ce dernier
ne sera pas forcément de degré minimal (on se souvient néanmoins que le polynéme minimal de u se trouve
parmi ses diviseurs).

3. Matrices et endomorphismes trigonalisables

Nous n’avons pour l'instant pas abordé le cas des endomorphismes non diagonalisables car ce n’est pas un
des objectifs principaux de ce cours, mais nous en avons vu un exemple avec la matrice A; de l’exercice 3.
Nous allons montrer maintenant qu’a défaut d’étre diagonalisable, cette matrice est trigonalisable, c’est-a-dire
semblable a une matrice triangulaire supérieure.

Exercice 10 4 0 0
Trouver une matrice inversible P telle que A; =P|0 2 1|P7L.
0 0 2
Ceci nous amene aux définitions suivantes :
DeriNiTiON. —  Un endomorphisme u € L(E) est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice

associée d u est triangulaire supérieure.
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2.10 Réduction des endormorphismes

Une matrice A est dite trigonalisable si et seulement si elle est semblable d une matrice triangulaire supérieure, c’est a
dire s’il existe une matrice triangulaire supérieure T et une matrice inversible P telles que A = PTPL.

Le résultat majeur dont on dispose est le suivant :

THEOREME 3.1 Un endomorphisme u € L(E) (ou une matrice A € M, (K)) est trigonalisable si et seulement si son
polyndme caractéristique est scindé.

Remarque. Puisque tout polyndme complexe est scindé, une conséquence importante de ceci est que toute
matrice est trigonalisable dans M,(C), mais pas nécessairement dans M (R).
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