Chapitre I

Espaces vectoriels

1. Structures vectorielles

La notion d’espace vectoriel nait conceptuellement de la géométrie affine avec I'introduction au XVII¢ siecle
des coordonnées dans un repére du plan ou de l'espace usuel. Les vecteurs sont introduits progressivement
au cours de la premiére moitié du XIXe¢ siecle, et en 1857, Cayley introduit la notation matricielle, qui permit
d’harmoniser les notations et de simplifier I'écriture des applications linéaires entre espaces vectoriels.

1.1 Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, IK désigne I'un des deux corps R ou C.

La structure d’espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) a été décrite en premiére année : un K-espace
vectoriel E dispose de deux opérations, une addition entre vecteurs et une multiplication entre un scalaire et un
vecteur. On conviendra de noter Op le vecteur nul de E, pour éviter de le confondre avec le scalaire nul 0.

Lorsqu’on veut illustrer graphiquement un concept lié aux espaces vectoriels, on se réfere a la géométrie : a
condition de fixer un point qui représentera par convention le vecteur nul, on peut identifier tout point du plan
a un unique vecteur d’un espace vectoriel de dimension 2, ou tout point de l’espace a un vecteur d’un espace
vectoriel de dimension 3 (illustration figure 1).

N

FiGure 1 — Représentation graphique de I'addition et de la multiplication par un scalaire.

DtriniTiON. (Produit de deux K-espaces vectoriels) — Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, on munit leur
produit cartésien E x F d'une structure de IK-espace vectoriel en définissant somme et produit externe de la fagcon
suivante :

(i) pour tout (x,y) et (x',y") dans ExF, (x,v) + (x",y") = (x + X",y +7');
(ii) pour tout (x,y) e ExFet A € K, AMx,v) = (Ax, Ap).

Cette définition s’étend naturellement au produit d’'un nombre fini quelconque de K-espaces vectoriels.

B Quelques exemples de référence

- Le K-espace vectoriel K? est 1’espace vectoriel obtenu sur le produit cartésien K x --- x K, autrement dit sur

I’ensemble des p-uplets (xl,xz,...,xp) ou X1, X2, +.., xp sont éléments de K;

— le K-espace vectoriel IKK[X] est I’ensemble des polyndmes a coefficients dans K;

— le K-espace vectoriel M, ,(K) est I'ensemble des matrices n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

On conviendra d’identifier les espaces vectoriels IK? et M,, 1 (K), autrement dit de confondre le vecteur (xy,...,x,)
X1

de K? avec la matrice colonne

P
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1.2 Espaces vectoriels

1.2 Sous-espaces vectoriels

Si E est un K-espace vectoriel, un sous-espace vectoriel de E est une partie H non vide et stable par combinaison
linéaire. H est alors lui aussi muni d’une structure de K-espace vectoriel, ce qui justifie sa dénomination.

H

Ficure 2 — Une représentation graphique en perspective d'un sous-espace vectoriel.
Pour prouver qu’une partie H est un sous-espace vectoriel de E, on utilise le plus souvent le résultat suivant :

Prorosition 1.1 — H est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
(i) OpeH(ou H=@);
(i) Y(x,y) eH?>, VA€ K, Ax+peH.

Exercice 1

Soit E le R-espace vectoriel des applications de R dans IR. parmi les sous-ensembles suivants, indiquez ceux
qui sont des sous-espaces vectoriels de E :

a. L'ensemble des fonctions 1-périodiques;
I’ensemble des fonctions croissantes;
I’ensemble des fonctions monotones;
I’ensemble des fonctions majorées;

I’ensemble des fonctions bornées;

-~ 0o & n o

I’ensemble des fonctions lipschitziennes.

ProrositioN 1.2 — Soit E un K-espace vectoriel, et (H;);c; une famille de sous-espaces vectoriels. Alors ﬂ H; est
un sous-espace vectoriel de E. iel

H, NH,

Ficure 3 - L'intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Attention. En revanche, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas, sauf dans le cas trivial ou l'un est
inclus dans l'autre, un sous-espace vectoriel.
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1.3

m Familles génératrices d’un sous-espace vectoriel

DeriniTioN. —  Soit E un K-espace vectoriel, et ¢ = {ay,...,a,} une famille finie de vecteurs de E. On appelle
combinaison linéaire des vecteurs de & tout vecteur x pouvant s’écrire sous la forme :

n
x= Zkiai avec (Ag,...,\,;) e K"
i=1

TutoremE 1.3 — Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de &/ forme un sous-espace vectoriel de E, que
Pon note Vect(&/) ou Vect(ay,...,a,). C’est le sous-espace vectoriel engendré par la famille & .

A l'inverse, on dira que la famille & est une famille génératrice du sous-espace vectoriel Vect(s/). Lorsqu’on
parle de famille génératrice sans préciser le sous-espace vectoriel dont il est question, c’est qu’il s’agit d’une
famille génératrice de I’espace E tout entier.

Remarque. Vect($/) est le plus petit (au sens de I'inclusion) des sous-espaces vectoriels contenant &/.

Remarque. Lorsque & = {a} est composé d’un seul vecteur, on peut écrire Vect(a) = {Aa ) A€ IK} sous la forme
plus concise : Vect(a) = Ka.

1.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Lorsque H; et H, sont deux sous-espaces vectoriels d'un méme K-espace vectoriel E, on note
H1+H2 :{X1+X2 |X1 €H1 etxZEHz}.

Prorosition 1.4 — Hj + H, est un sous-espace vectoriel. En outre, si &) et &, sont des parties génératrices
respectivement de Hy et Hy, ) U &, est une partie génératrice de Hy + Hj.

En d’autres termes, H; + H; est le plus petit sous-espace vectoriel (au sens de I'inclusion) contenant H; et Hj.

H1+H2

H,

F1GURrE 4 — La somme de deux droites vectorielles est en général un plan.

Tout vecteur x de H; + H, peut donc se décomposer sous la forme x = x| + x;, avec x; € H; et x, € H,, mais cette
décomposition est-elle unique ? Le résultat suivant a pour objet de répondre a cette question.

ProrosiTion 1.5 — Soient Hy et H, deux sous-espaces vectoriels de E. Il y a équivalence entre :

(7) Vxe H; +Hy, 3!(x1,x2)eH1xH2|x:x1+x2
(i1)  HynH; ={0g}

Autrement dit, pour qu’il y ait unicité de la décomposition, il faut et il suffit que H; NH, = {0g}. On dit dans ce cas
que la somme Hy + H, est directe, et on la note : H; ® Hj.

Pour finir, notons que de cette notion de somme de deux sous-espaces vectoriels découle la notion de sous-
espaces supplémentaires :

DEerINITION. —  Lorsque Hy et H; vérifient : E = Hy @ H,, on dit que ces deux sous-espaces sont supplémentaires.
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1.4 Espaces vectoriels

Exercice 2

On considére I'espace vectoriel E = €°([0, 1], IR) des fonctions continues de [0, 1] dans R. On note H; I'ensemble

1
des fonctions constantes et H, I'ensemble des fonctions f € E telles que J f(t)dt = 0. Montrer que H; et H,
0

sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

L’exemple de la division euclidienne

Considérons l’espace vectoriel E = IK[X] des polynomes a coefficients dans KK; il s’agit d’'un K-espace vectoriel.
Si M est un polynéme non nul, I'ensemble des multiples de M, noté : M.K[X] = {MQ | Qe IK[X]}, est un
sous-espace vectoriel de IK[X]. En posant n = degM, l'identité de la division euclidienne affirme pour tout
P € K[X] I'existence d’un unique couple (Q,R) € K[X]? tel que :

P=MQ+R et degR<n-1.

Autrement dit, tout polynéme P se décompose de maniére unique comme somme d’un polyndéme MQ € M.K[X]
et d’un polynéme R € K,_;[X]. Ainsi, les sous-espaces vectoriels M.K[X] et IK,,_;[X] sont des sous-espaces
vectoriels supplémentaires de IK[X]. On peut donc écrire K[X] = M.K[X]®K,_;[X] lorsque n = deg M.

B Projections vectorielles

Considérons deux sous-espaces vectoriels supplémentaires Hy et H, de E: E = H; @H,. Pour tout x € E, il existe
un unique couple (x1,x;) € Hy x H; tel que x = x; + x,. On définit I’application p : E — E qui a tout x € E associe
p(x) = xq; il s’agit de la projection vectorielle sur Hy parallélement a H,.

On a H; =Imp = Ker(p —1Idg) et H, = Ker p donc on peut écrire : E = Ker p ® Ker(p —Idg).

Ficure 5 — La projection sur H; parallelement a H,.

Remarque. Si p est la projection vectorielle sur H; parallelement a H,, alors Idg — p est la projection sur H,
paralléelement a H;.

TuEOREME 1.6 — Un endomorphisme p € L(E) est une projection vectorielle si et seulement si p o p = p. Dans ce cas,
p est la projection sur Im p = Ker(p —Idg) parallélement a Ker p.

Exercice 3

On considére deux projections p et ¢ d’'un méme espace vectoriel E.
Montrer que Imp =Img si et seulement sipog=getqop=p.

Donner une condition analogue pour caractériser 1’égalité Ker p = Kerg.
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1.5

B Somme de plusieurs sous-espaces vectoriels

SiHjy,...,H, sont des sous-espaces vectoriels de E, on peut définir de maniére analogue leur somme :
Hy+Hy+---+H, :{x1 +xp+-+xp | x; €H;, 1< <p}.

Lorsque la décomposition d’un vecteur x € Hy + Hy +--- + H, est unique, on dira que cette somme est directe, et
onlanoteraH; ®@H; &---®&H,.
Comment caractériser une somme directe? Pour répondre a cette question, on peut adopter une démarche
récursive en écrivant : x = (x; + Xy + -+ X, 1)+ X
~—

€H+Hp++H, €H,
Ainsi, la somme est directe si et seulement si les sommes H=H; + Hp +---+ H,,_; et H+ H, sont directes. Cela
conduit au résultat suivant :

TutoremE 1.7 — La somme Hy + Hy +---H,, est directe si et seulement si :
(i) lasomme Hi®dH,®---® Hp,l est directe;

(ii) (Hy@H, - ®H, ;)N H, = {0},

Attention. Il n’existe pas de critére simple pour vérifier qu'une somme de 1 > 3 sous-espaces vectoriels est
directe. Ou bien on justifie I'unicité de la décomposition directement, ou bien on procede récursivement a
l'aide du résultat précédent. Par exemple, pour prouver qu'une somme H; + H; + Hj est directe il faut prouver
successivement les deux égalités : H; N H, = {Og} puis (H; ® Hy) N Hj = {0g}.

m Famille de projecteurs associée a une somme directe

n

Considérons maintenant une famille (Hy,...,H,,) de sous-espaces vectoriels vérifiant : E = @ Hj. Tout vecteur

n k=1
x € E s’écrit de maniére unique : x = Zxk, avec x; € Hg. On peut donc définir les endomorphismes py : x — x;
k=1
pour 1 <k < p. Ainsi, p; est la projection vectorielle sur Hy parallélement a @ H;.
i=k
Hj
X3 X
H, e H,
X2
L H,

FIGURE 6 — x5 est la projection sur Hj parallelement a H; @ Hj.

m Familles libres

DeriNiTION. —  Une famille finie (ay,...,a,) de vecteurs non nuls de E est dite libre lorsque la somme Kay +---+ Ka,,
est directe, c’est a dire lorsque tout vecteur x appartenant a cette somme se décompose de maniere unique sous la

forme :
n
X = E )\,’ﬂ,’.
i=1
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1.6 Espaces vectoriels

On dit encore que les vecteurs ay,...,a, sont linéairement indépendants. Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

I1 existe essentiellement trois maniéres de prouver la liberté d’une famille de vecteurs : on peut bien entendu
recourir a la définition en justifiant I'unicité de la décomposition, ou utiliser 'un des deux résultats suivants.

Prorosition 1.8 — La famille (ay,...,a,) est libre si et seulement si elle vérifie la propriété :
n

(i) Y(Ay,...,A,) € K", inai:oE:xlz---:xnzo.
i=1

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel, et f € £L(E). On suppose I'existence d’un vecteur x € E et d’un entier n tel que
" 1(x) # 0 et f™(x) = Og. Montrer que la famille (x, f(x), f?(x),..., f" ! (x)) est libre.

Le second résultat adopte une approche récursive :

Prorosition 1.9 —  Soit (ay,...,a,) une famille libre, et a,,1 € E. Alors (ay,...,a,,1) est libre si et seulement si
ay41 € Vect(ay,...,a,).

Autrement dit, pour prouver que la famille (ay,...,a,) est libre il suffit de prouver que (ay,...,4,_1) est libre puis
que a, n'est pas combinaison linéaire des vecteurs ay,...,a,_;.

Exercice 5

On considére n réels ordonnés ay < ap <--- < a,, ainsi que les fonctions f; = x > %~ de ¥ (R, R). Prouver par
récurrence que les fonctions (fi, f5,..., f;) forment une famille libre.

1.4 Bases d’'un espace vectoriel

DeriNiTION. —  Une base (el,...,ep) est une famille libre et génératrice de E, c’est a dire lorsque tout vecteur x de E se
décompose de maniére unique sous la forme :

p
x:inei avec (xy,...,x,) € KP.
i=1
On a donc dans ce cas : E=Ke; &--- ® Ke,,.

Ainsi, le caractere générateur de la famille (e) traduit I'existence de la décomposition de tout vecteur de E, le
caractére libre, 'unicité de cette décomposition.

Remarque. Les liens entre base et décomposition de l’espace en somme directe sont profonds : si on dispose
d’une décomposition de E en somme directe E=H; ®H, ®---®H,, on obtient une base de (e) en réunissant des
bases de chacun des sous-espaces vectoriels Hj, Hz,...,Hp.

Plus formellement, si (ej,...,e;, ) est une base de Hy, (ej,11,...,¢;,) une base de Hy, ..., (eip_l_l,...,ep) une base
de Hp, alors (e, .. .,ep) est une base de E. Une telle base sera dite adaptée a la décomposition en somme directe
E=H,; & oH,

A l’inverse, a partir d’une base (e, ..., ep) de E on peut obtenir une décomposition en somme directe de E en
fractionnant cette base. Si on considére par exemple un entier k € [1,p — 1] et si on pose H; = Vect(ey,...,¢e;) et
Hj = Vect(eg,1,...,€p) on obtient une décomposition de E en somme directe de deux sous-espaces supplémen-
taires E = H; @ H,.

m Dimension d'un espace vectoriel

Dans le cours de premiére année a été prouvé un résultat important : si un espace vectoriel contient une base de
cardinal fini, toutes les autres bases ont méme cardinal, appelé dimension de l'espace vectoriel.
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1.7

Les conséquences de ce résultat sont nombreuses, et en particulier :

Prorosition 1.10 —  Si E est un K-espace vectoriel de dimension p, toute famille libre (respectivement génératrice)
de cardinal p est une base.
En outre, toute famille génératrice contient au moins p éléments, et toute famille libre contient au plus p éléments.

TraEorEME 1.11 (de la base incompléte) —  Soit (e) une famille libre et (g) une famille génératrice d’un espace
vectoriel E. Alors il existe une base () telle que (e) C (b) C (eU g). Autrement dit, on peut « compléter » une famille
libre par certains éléments d’une famille génératrice pour former une base.

Cet énoncé possede une version simplifiée (en prenant pour (g) 'ensemble des vecteurs de E, puis en prenant
pour (e) I'ensemble vide) :

Cororraire — Toute famille libre peut étre complétée pour former une base de E (théoréme de la base incompléte);
de toute famille génératrice on peut extraire une base de E (théoreme de la base extraite).

Une application fréquente du théoréme de la base incomplete consiste, a partir d’une base (ey,...,ex) d'un
sous-espace vectoriel H de E, a compléter celle-ci pour obtenir une base (ey,..., e, ek+1,...,ep) de E. Une telle
base est dite adaptée a H.

Prorosition 1.12 — Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, il en est de méme de E x F, et
dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

CoroLLAIRE — Omn en déduit par une récurrence immédiate que si E{,E,,..., Ey sont des K-espaces vectoriels de
k

dimensions finies, il en est de méme de Eq x--- x Ey, et dim(Eq x--- x Ep) = Zdim E;.
i=1

Prorosrtion 1.13 (Formule de Grassmann) — Si Hy et H, sont deux sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel
de dimension finie, alors ‘ dim(H; + Hy) =dimH; + dim H, —dim(H; N H;). ‘

Il existe une formule qui généralise la formule de Grassmann au cas d’une somme de k sous-espaces vectoriels,
mais elle est trop compliquée pour étre utilisable en pratique. On se contentera donc du résultat suivant :

Prorosition 1.14 — Si Hy,...,Hy sont des sous-espaces vectoriels de dimensions finies, il en est de méme de leur
k k
somme, et dim(ZHi) < Zdim H;, avec égalité si et seulement si la somme est directe.
i=1 i=1

Remarque. Ceci donne un moyen alternatif pour prouver qu’'une somme est directe, pour peut qu’on sache
calculer la dimension de la somme.

B Représentation matricielle des vecteurs en dimension finie

Matrice associée a un vecteur X1
Etant donnée une base (e1,...,€y) de E, I'application : ¢ : M, (K) — E qui a une matrice colonne X =

p *p
associe le vecteur Zxkek est un isomorphisme. Pour tout x € E, X = cp*l(x) est la matrice des composantes de x

k=1
dans la base (e), et sera notée : X = Mat,(x).
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1.8

Espaces vectoriels

Matrice associée a une famille de vecteurs

Si (xq,...,%x) est une famille de vecteurs de E et Xy, ..., X} les matrices colonnes associées a ces vecteurs dans la
base (e), on appelle matrice associée a la famille (xy,...,x;) dans la base (e) la matrice A € M, ;(K) formée des

colonnes X1,..., X; :

el
T T :
A=IX, o X |= e[ @
l ! €p
X1 Xj - X

ic coefficient de x; dans la base (e)

Le rang de la famille (xq,...,x;) est la dimension de I’espace vectoriel qu’ils engendrent; on a donc rg(xy,...,xx) =

rg(Xy,..., Xg) =1gA.

Exemple. Considérons E = R?* et notons (e) la base canonique. Définissons les quatre vecteurs :

a=(1,2,3,4), b=(1,1,1,3),

et posons H = Vect(a,b,c,d). Quelle est la dimension de H?

c=(2,1,1,1),

d=(3,1,0,3)

Pour répondre a cette question, posons A =

Mat(e)(a, b,c,d) et calculons rg(A) en appliquant la méthode de Gauss-Jordan sur les colonnes de A :

1 1 2 3
2 1 1 1
A= 31 1 0
4 3 1 3
On réalise les opérations C; < C, - Cy, C3C3-2C;, CpCy-3Cy:
1 0 0 0
2 -1 -3 -5
I8ASI8l3 5 5 9
4 -1 -7 -9
Réalisons maintenant les opérations C3 « C3-3C,, Cy« Cy4-5C;:
1 0 0 0
2 -1 0 0
BASIEI3 5 1
4 -1 -4 -4
Et enfin l'opération C4 « C4 —C3:
1 0 0 0
2 -1 0 0
BASIEI3 5 1 g
4 -1 -4 0

Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de dimension rg A = 3, et la famille (a,b, c,d) est une famille génératrice

qui n’est pas libre : il ne s’agit pas d’une base.

Pourquoi avoir agi sur les colonnes plutdt que sur les lignes ! ? La matrice A est la matrice de quatre vecteurs de
H; toute combinaison linéaire de ces vecteurs donne de nouveaux vecteurs de H. Ainsi, réaliser des opérations
élémentaires sur les colonnes de A crée de nouvelles familles de vecteurs de H sans en modifier le rang. Les vecteurs

qui apparaissent dans la matrice finale sont donc toujours des

vecteurs générateurs de H, mais cette fois les

trois premiers forment une famille libre, et donc une base de H : la famille (4,b’,¢’) avec b’ = (0,-1,-2,-1) et

¢’ =(0,0,1,—4) est une base de H.

1. Rappelons que les opérations élémentaires sur les lignes comme sur les colonnes ne modifient pas le rang.
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1.9

Exercice 6

On considere ’espace vectoriel E = K,,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, ainsi que la famille
de vecteurs (Py,...,P,) définie par : P, = xk(1 - X)”_k. Quelle forme particuliére prend la matrice associée a la
famille (P) dans la base canonique ? En déduire que (P) est une base de E.

Par un raisonnement analogue, prouver que toute famille de polyndmes (Qq,...,Q,) vérifiant degQy =k,
0 < k < n, est une base de E.

Matrice de passage entre deux bases

Considérons un K-espace vectoriel E de dimension finie p, et (e) et (¢’) deux bases. Nous qualifierons la base (e)
d’ancienne base, et (¢’) de nouvelle base.

Etant donné un vecteur x € E, on souhaite exprimer ses nouvelles coordonnées X’ = Mat,)(x) en fonction de ses
anciennes coordonnées X = Mat ) (x).

On suppose connaitre I’expression des vecteurs de la nouvelle base (e’) dans I’ancienne base (e) :

P
Vje[[l,p]], 6]{=Z’)\i]'€i
i=1

ce qui revient a considérer la matrice P = Mat, (e}, . ..,e;,) = (Aij) € Mp(K). On dit que P est la matrice de passage
de (e) vers (¢’).
Tutorime 1.15 (formule de changement de base) — La matrice P = Mat,(e’) est une matrice inversible, et la

formule de changement de base s’exprime sous la forme :

Remarque. De I’égalité X = PX’ = (P~H7IX" il résulte que P! est la matrice de passage de (¢) vers (e).

2. Applications linéaires

2.1 Rappels

Une application linéaire est une application entre deux espaces vectoriels qui respecte I’addition des vecteurs et
la multiplication scalaire, ou, en d’autre termes, qui préserve les combinaisons linéaires. On adoptera donc la
définition suivante :

DgrinitioN. —  Soit E et F deux K-espaces vectoriels, et u : E — F une application. On dit que u est linéaire lorsque :
V(x,v) € E%, VA € K, u(Ax + ) = Au(x) + u(y).

On note L(E, F) le K-espace vectoriel des applications linéaires de E vers F; si E et F sont de dimensions finies,
la dimension de cet espace vectoriel est égal a dimE x dim F.

Enfin, lorsque F = E on notera £(E) = L(E, E), et les éléments de L(E) seront appelés des endomorphismes.

B Matrice associée a une application linéaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, et F un K-espace vectoriel de dimension n. On note (e, ...,e,) une
base de E, et (fi,..., f,;) une base de F.

A une application linéaire u € £(E, F) on associe la matrice A = Matf(u(el | . u(ep)) (la matrice des composantes
des vecteurs u(ey),..., u(e,) dans la base (f)), matrice que l'on note Mat, ¢(u). On a donc :
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1.10 Espaces vectoriels

f\ coordonnées de u(e;j) dans la base (f)

Ji N SRS agj ... arp
A:Mate,f(u): :
J Apgj oo Anp
u(ey) - u(ej) - u(ep)

Remarque. L'application ¢ : L(E,F) —> M,,,(K) définie par ¢(u) = Mat, ¢(u) établit un isomorphisme entre
L(E,F) et M, ,(K); c’est ce résultat qui permet de justifier sans peine que dim £(E, F) = np = dimE xdim F.
Exercice 7

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, et u € L(E, F).

On pose H = {v € L(F,E) | vou= 0}.

Soit v € H. Quelle particularité possede la matrice associée a v dans une base adaptée a Imu ? En déduire
I'expression de dim H en fonction des dimensions de E et de F et du rang de u.

L’application d’une application linéaire a un vecteur est lié au produit matriciel par le résultat suivant :
TuatorEME 2.1 — Six € E, on pose X = Mat,(x) et Y = Matf(u(x)). Alors Y = AX.

Formule de changement de base pour les applications linéaires

Soient (¢) et (f’) deux nouvelles bases, respectivement de E et F. On note P € GL,(K) la matrice de passage de
(e) vers (¢) et Q € GL,,(K) la matrice de passage de (f) vers (f’).

On note A’ = (agj) = Mat, ¢(u) la matrice associée a I'application linéaire u dans les nouvelles bases (e’) et (f”).
On souhaite exprimer A’ en fonction de A, matrice associée a u dans les anciennes bases (¢) et (f).

La matrice associée a u(x) est égale 8 AX dans la base (f), et a A’X’ dans la base (f’). Des formules de changement
de base pour les vecteurs on déduit que : A’X’ = Q'AX. Or X’ =P !X, donc : A’P7'X = Q' AX. Ceci étant vrai

pour tout X € M, 1 (K), on en déduit que A'P~' = Q7' A, soit :| A’ = Q' AP.

Exemple. On pose E = R*, F = R3, on note (e) et (f) les bases canoniques respectivement de E et F, et on

4 5 -7 7
considere 'application linéaire u € L(E, F) définie par Mat, ¢(u) = [ 1 -1 3]=A.On souhaite obtenir la
1 -1 2 1
matrice A’ = Mat, (1) relative aux changements de bases définis par :
ey = €1 ’
e}_e =40 +2fr+f3
=e, ’
; et L=5h+fh-f3
63:4€1+€2—3€4 f’—f
e, =—7e; +e3+5ey 375
Pour obtenir A" nous avons deux possibilités :
011 0 £ 50
(i) définir les matrices P = Mat(,(e’) = 00 o 1 |¢t Q=Mat(s(f')=|2 1 0fetcalculer Q7'AP;
00 -3 5 bt

(ii) exprimer directement les vecteurs u(e;) dans la base (f’).

La premiére méthode s’avere longue en calcul; elle ne sera quasiment jamais employée.

La seconde méthode peut s’avérer elle aussi fastidieuse, sauf si les vecteurs (¢’) et (f’) ont étés judicieusement
choisis, ce qui s’avérera en général le cas.

Et en effet :

u(e}) = uley) = ff u(es) = 4uler) + u(es) ~ 3u(es) = O
u(ez) = f; u(€y) = ~7u(ey) + ules) + 5ules) = O
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1 0 0 O
doncA’=[0 1 0 O] = Mat, ¢/(u) et on peut affirmer que A = QA’P~! sans avoir besoin de réaliser le calcul.
0 0 0O

Le théoréme 2.4 permettra d’expliquer la fagon dont ont été choisies les bases (e’) et (f”).

Formule de changement de base pour les endomorphismes

Il s’agit d’un cas particulier du précédent, avec : F=E, (f) = (e), (f’) = (¢/). On obtient : | A’ = P"L AP.

Deux matrices A et A’ liées par une relation de ce type sont dites semblables. Garder toujours a l’esprit que deux
matrices semblables sont deux matrices qui peuvent étre associées au méme endomorphisme, mais exprimées
dans des bases différentes.

Exercice 8

Soit A € M,,(K) une matrice vérifiant A” = 0 et A"~! = 0. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice

010—0
, N
A= 0
1
0 0
2 2 -3 1 1 0
En déduire que les matrices A=| 5 1 -5|etT=|0 1 1[sontsemblables, puis calculer explicitement
-3 4 0 0 0 1
une matrice P vérifiant A = PTP™".
m Trace d'un endomorphisme ,
DErINITION. —  On appelle trace d’une matrice carrée A = (a;;) € M,(K) le scalaire : tr A = Zaii, C'est d dire la
somme des éléments diagonaux de cette matrice. i=1

On définit ainsi une forme linéaire sur l’espace M,(KK) des matrices carrées d’ordre p, autrement dit une
application linéaire de M,(K) dans K. Cette forme linéaire va pouvoir a son tour étre définie sur I'espace
L(E) des endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie grice au résultat suivant, et surtout son
corollaire :

ProrosiTion 2.2 — Si (A,B) € /\/lp(ll()2 ona ‘ tr(AB) = tr(BA). ‘

CororLaRe — Si A € M, (K) et P € GL,(K) alors tr(P~'AP) = tr A.

Du corollaire précédent on déduit que si u € £L(E) et A = Mat,(u), alors tr A ne dépend pas du choix de la base
(e). On peut donc définir la trace de u par 'intermédiaire de la trace d’'une matrice associée a A dans une base
quelconque :

DeriniTioN. —  Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) un endomorphisme de E, on appelle
trace de u la trace de la matrice Mat,)(u), ol (e) est une base quelconque de E.

Lapplication u + tru est une forme linéaire sur £(E), autrement dit une application linéaire de £(E) dans K.
De la proposition 2.2 il résulte :

CoroLLAIRE — Si u et v sont deux endomorphismes d'un méme K-espace vectoriel E, alors tr(u o v) = tr(v o u).
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Base canonique de M,,,(K)

Il s’agit bien entendu de la base (E;;)1<i<n formée des matrices dont tous les coefficients sont nuls sauf un, égal
al: Isj<p

I1 est bon de connaitre la formule donnant le produit de deux matrices de cette forme; c’est le résultat suivant :

‘ E;iExe =0 kEic.

1 sii—k
ou 6j, k désigne le symbole de Kronecker : §; = S% ] .
’ 0 sij=k

Exercice 9

En utilisant la base canonique de M,(K), prouver que toute forme linéaire ¢ : M,(K) — K vérifiant :
V(A,B) € MP(IK):)', G(AB) = ¢(BA) est proportionnelle a la trace.

2.2 Image et noyau d’'une application linéaire

Nous allons maintenant nous intéresser aux liens qui existent entre sous-espaces vectoriels et applications
linéaires.

Prorosrition 2.3 — Soit u : E — F une application linéaire, Hy et H, des sous-espaces vectoriels respectivement de E
et F. Alors u(H;) et u~'(H,) sont respectivement des sous-espaces vectoriels de F et de E.

Attention. Attention a la notation u~'(H,), qui pourrait faire croire a tort que u est supposée bijective. Il n’en
est rien, il s’agit de la notion d’image réciproque définie par :

u'(Hy) = {x €E ‘ u(x) e Hz}.
Exemples. En appliquant cette propriété aux sous-espaces vectoriels H; = E et H, = {0g}, on définit image et
noyau d’une application linéaire :
Imu =u(E) = {y €F | dx e Etel que u(x) = y} est un sous-espace vectoriel de F (I'image de u);
Keru = u_l({OF}) = {x €E ’ u(x) = OF} est un sous-espace vectoriel de E (le noyau de u).

Rappelons que ces deux sous-espaces vectoriels permettent de caractériser 'injectivité et la surjectivité d’une
application linéaire :

‘ u est injective si et seulement si Keru = {0g}, et u est surjective si et seulement si Imu =F.

Remarque. Ces notions de noyau et d’image interviennent dans la résolution d’un systeme linéaire du type :
u(x) =y, d’'inconnue x €E:

cette équation posséde une solution si et seulement si y € Imu, et dans ce cas, l'ensemble des
solutions prend la forme {xo +h } h € Ker u}, ol xg est une solution particuliere quelconque.

Dirinition. — Lorsque u est bijective, Iapplication u™" est aussi linéaire. On dit alors que u est un isomorphisme,
et que E et F sont des espaces vectoriels isomorphes.

Lorsqu’ils sont de dimensions finies, deux espaces isomorphes sont de méme dimension.
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Nous allons maintenant aborder un théoreme tres important, qui lie image et supplémentaire du noyau. Il s’agit
du résultat suivant :

TaEorEME 2.4 (Théoreme du rang - forme géométrique) — Soit u € L(E,F) une application linéaire, et H un
supplémentaire de Ker u dans E. Alors la restriction de u a H réalise un isomorphisme entre H et Im u.

En d'autres termes, Uapplicati
n d’autres termes, 'application x —  ux)

H — Imu . .
Uy : est un isomorphisme.

Remarque. Lorsque E et F sont de dimensions finies, considérons une base (e;...,e,) de H et une base
(er41,- ..,ep) de Ker u. On obtient ainsi une base (e, ..., e, €,,1,- ..,ep) de E. Le théoreme précédent nous permet

d’affirmer que (fl =uler),..., fr = u(e,)) est une base de Imu, que 'on peut compléter pour former une base
(fi,---» for fra1s---» fn) de F. La matrice associée a u pour les bases (e) et (f) est alors la matrice suivante :

Notons que I'exemple donné en page 10 illustre ce résultat.

CororrLaIrRE (Théoreme du rang) — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel, et
u € L(E,F) une application linéaire. Alors Keru et Imu sont de dimension finie, et :

‘ dimE = dim(Ker u) + dim(Im u). ‘

CororraIrRe — Si F est de dimension finie et si dim E = dimF, alors :
u injective < u surjective <= u bijective.

En particulier, pour les endomorphismes en dimension finie, injectivité, surjectivité et bijectivité sont des notions
équivalentes.

Exercice 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (1,v) € £(E)?. Montrer, en appliquant le théoréme du rang
a la restriction de u a Imv, que : rg(uov) > rgu +rgv —dimE.
En déduire que dim(Keru?) < 2dim(Ker u).

m Application a l'interpolation de Lagrange

En analyse numérique, 'interpolation est une opération mathématique consistant a déterminer une fonction a
partir de la donnée d’un nombre fini de valeurs, et vérifiant éventuellement certaines propriétés supplémen-
taires.

Dans le cas particulier de I'interpolation de Lagrange on considére un entier n € IN, x, ..., x, des scalaires deux
a deux distincts, et y,,...,y, des scalaires quelconques. Le probleme consiste a déterminer le ou les polynémes
P € K[X] (s’ils existent) vérifiant : Vk € [0, n]], P(xx) = v, et si possible de degré minimal.

Considérons I'application linéaire u : IK[X] — K"*! définie par :
VP e K[X], u(P)=(P(xo)-..,P(x,)).

Sion note y = (Vy,...,¥,), il s’agit de résoudre le systéeme linéaire : u(P) = y, d’inconnue P € K[X].
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Yk

\/ !

Figure 7 — Un polynome de degré trois passant par quatre points d’interpolation.

Lemme — Le noyau de u est constitué des multiples du polynéme N = I_[(X - X;).
i=0

Sachant que K, [X] est un supplémentaire de N.KK[X] (principe de la division euclidienne par N), on en déduit
que u réalise un isomorphisme entre IK,,[X] et I'image de u. Mais alors dim(Im u) = n+1, et puisque Im u ¢ K"*!
on aImu = K™, Autrement dit, u est un endomorphisme surjectif, et :

TutorEME 2.5 — [l existe un unique polynéme P de K, [X] tel que : Vk € [0, n]], P(x,,) = ;-

Nous venons donc de démontrer que le probléme de I'interpolation de Lagrange possede une unique solution P,
de degré inférieur ou égal a N; les autres solutions s’écrivent : P = P + N.Q, ou Q est un polynéme quelconque.
Mais tout ceci ne nous dit pas comment calculer P;. Pour ce faire, nous allons introduire une nouvelle base de
K,,[X], la base des polyndmes d’interpolation de Lagrange, dans laquelle I'expression de Py sera tres simple.

X — x;
THEOREME 2.6 — Posons pour tout entier k € [0,n]), | Ly = ]_[ . zl . | Ces polynomes forment une base de IK,[X]
k— A

izk

n
pour laquelle : VP e K, [X], [P = ZP(Xk)Lk

Les polynomes Ly sont les polyndmes d’interpolation de Lagrange aux points x, ..., X,,.
n

Il devient alors évident que le polynéme Py s’écrit : P = Z})kLk-
k=0
Exemple. Déterminons le polyndome d’interpolation de degré minimal répondant aux conditions d’interpola-
tion: P(-3) =2, P(-1) =-1, P(1) =1, P(2) = 2 (c’est celui représenté ﬁgure 7).
On commence par calculer les quatre polyndmes de Lagrange associés aux réels -3, -1, 1, 2:
X+ DH(X-1)(X-2) L3 oy2
= =——(X7-2X"-X+2
07 (C3+1)(-3-1)(-3-2) 10" )
(X+3)(X-1)(X-2) 1
)

L ) (C1-)(-1-2) —ﬁ(X3—7X+6)

(X+IX+1)(X=2) _ 1 3 o2

= —(X7+2X“-5X-6
2= Teaeni-2y 8% f )

X+3)(X+1)(X-1 1
L3:( + )( + )( ) _(X3+3Xz_x_3)

(2+3)(2+1)(2-1) 15

Le polyndme d’interpolation recherché est donc :

1 1 9 1
P=2Ly-L;+Ly+2L3 =X+ X%+ =X - -
o-Li1tlat+2ls g™ t37 t3g 2
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m Déterminant de Vandermonde

Adoptons maintenant une démarche naive pour résoudre le probléme de I'interpolation de Lagrange : posons

n—1
P= E aka, et considérons le systeme d’inconnues ag,ay,...,4,_1-
k=0
2 n—1 _
apg+ayXy +axxy +---+ta,1X; =V
ag+a1xy + a3+ ta,_ X3 =y,
2 n—1 _
ag+ a1 X, +axx; +--+a, 1%, =7,

Il s’agit d’un systéeme linéaire (bien noter que les inconnues sont ay,...,a,_;) dont la forme matricielle est :

2 n—1

1 x x]2 x11 ao V1
i

I x x5 - X a 2
2 -1

1 x, x5 - x} ay_1 Vn

La matrice carrée d’ordre n qui intervient dans ce systéme s’appelle la matrice de Vandermonde ; son déterminant
est appelé le déterminant de Vandermonde :

1 ox; xp - X!

1 x, x5 - x37!
Vixy,x0,...,%,) =1|.

I x, X% X271

La résolution du probléme de Lagrange nous permet d’ors et déja d’affirmer que ce déterminant est non nul
lorsque les x; sont deux a deux distincts; il est néanmoins possible de calculer explicitement ce déterminant :

n j-1
THEOREME 2.7 — V(X1,Xp,...,X;,) = I_[(x]- —x;), formule qu’on retiendra sous la forme plus concise :

j=2 i=1

Vi(x1,%x,...,%,) = I_[(x]- -Xx;).

i<j

2.3 Polynémes d’endomorphismes et de matrices carrées

Nous allons maintenant considérer un endomorphisme u € £(E) et un polynéme P € K[X].
n

n
SiP= Zaka, on définit 'endomorphisme P(u) = Zakuk. En bref :
k=0 k=0

P(X) = a, X" + a,_ X"+ + a1 X +ag

P(u) = ayu™ +a,_ju™ '+ +ayu+agld

Prorosition 2.8 — Llapplication qui a P associe P(u) est une application linéaire qui vérifie :
V(P,Q) € K[X]%, (PQ)(u)=P(u)oQ(u).

L’intérét de ce résultat est immédiat : aux factorisations polynomiales vont correspondre des factorisations
d’endomorphismes. Par exemple, si P se factorise sous la forme P = P, P,, on aura : P(u) = Py (u) o Py(u).
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Attention. Si P et Q sont deux polynomes vérifiants PQ = 0, on sait que I'on peut en déduire que P = 0 ou
Q =0. Ce n’est pas le cas des polynomes d’un endomorphisme : on peut avoir (PQ)(u) = 0 sans pour autant en
déduire que P(u) =0 ou Q(u) = 0.

Considérons par exemple une projection vectorielle u :ona u“—u =0.Sion pose P=XetQ=X-1ona
PQ = X2 - X donc (PQ)(u) = 0, mais on a pas en général P(u) = 0 ou Q(u) =0 (sauf si u =0 ou u =1d).

2

DériniTioN. —  Siu € L(E) et P € K[X], on dit que P est un polynéme annulateur de u lorsque P(u) = 0.

Par exemple, X2 — X est un polyndéme annulateur de toute projection vectorielle, X? — 1 un polynéme annulateur
de toute symétrie vectorielle.

ProrosiTION 2.9 — Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € L(E) posséde un
polynéme annulateur.

Exemple. De facon symétrique, on définit la notion de polynéme annulateur d’une matrice carrée A € M, (IR).

d
a’+bc (a+d)b (a+d)a+bc—ad (a+d)b a b 1 0
(a+d)c bc+d2) ‘( (a+d)c (a+d)d+bc—ad)‘(“+d)(c d)‘(“d‘bc)(o 1)
= (trA)A —(detA)I,
Autrement dit, le polynome P = X% = (tr A)X + (det A) est un polyndome annulateur de A.

Considérons une matrice A € M,(IK), et posons A = (ccz b).

OnaA?=

m Application au calcul de l'inverse

Considérons un endomorphisme u € £(E), et M un polynome annulateur de u, de degré d. Supposons de plus le

d
coefficient constant de M non nul : M = Zaka avec ag = 0.
k=0
d d 1
Alors M(u) =0 & apld =- Zakuk = uo(— Zakuk_l ) donc u est inversible, d’inverse u~! = ——(—

ukuk_l )
ao
k=1 k=1

»
||[\/]&
MR

Exemple. SiA = (i Z), onavuque A%—(trA)A+(det A)I, = 0 donc si A est inversible, A((tr A)Iz—A) = (detA)I,.

o1 IR d -b
On a donc A ——detA((th)Iz A)_ad—bc < al

B Application au calcul des puissances de u

Pour calculer u”, on peut réaliser la division euclidienne de X" par M : X" = MQ + R, avec degR < d. Ainsi,
u" =M(u) o Q(u)+ R(u) = R(u) puisque M(u) = 0. La calcul de u” se raméne a celui de R(u), ce qui peut étre
intéressant lorsque le degré d du polyndéme annulateur est petit, puisque degR < d.

Exercice 11

a. Soit p € N". Déterminer le reste de la division euclidienne de (1 + X)" par X(X - p).

1 e e 1 2 01 1
b. On pose U = S : € M,(R), et A= Lo € M,(R). Déterminer un polynéme annu-
: KU S |
1 e e 1 1 - 1 2

lateur de U, et en déduire A" pour n € N, ainsi que I'inverse de A, s’il existe.
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m Polynéme minimal (notion hors programme)

Dans la seconde application, nous avons vu que nous avions intérét a utiliser un polynéme annulateur de degré
d le plus petit possible. Un tel polynome existe toujours; son degré est défini par :

d= min{k eNN ( (Id,u,uz,...,uk) est liée}

et il est caractérisé par :

la famille (Id, u, u’,..., ud_l) est libre et u? € Vect(Id, u, u’,..., ud_l).

De plus, il est unique si on fixe son coefficient dominant :

TutorEME 2.10 — Il existe un unique polynome annulateur et unitaire de degré minimal; il est appelé le polynome
minimal de u.

TuEorEME 2.11 — Si M est le polynome minimal de u, les polynomes annulateurs de u sont les multiples de M.

2.4 Sous-espaces stables

B Matrices définies par blocs

Considérons une matrice A € M,, ,(KK) ainsi que deux entiers i € [1,n—1] et j € [1,p - 1]. Divisons les lignes de
A en deux ensembles : les lignes dont les indices sont compris entre 1 et i et celles dont les indices sont compris
entre i + 1 et n. Faisons de méme avec les colonnes en distinguant celles dont les indices sont compris entre 1 et
j de celles dont les indices sont compris entre j + 1 et p.

En procédant de la sorte, on divise la matrice A en quatre blocs :

|

A
A= avec A; e Ml',]'(IK), A, e Mi,p_]'(IK), Aj € Mn_l',]'(lK), Ay € Mn_l',p_]'(IK).
A3 A4 ]n—i

j p-ij

Une telle matrice sera dite définie par blocs.

Pour peu que le découpage soit identique, la définition par bloc de deux matrices est évidemment compatible
avec l'addition :

‘AA1+A1HXA2+A’2‘
siAl = alors M +A’ =
A, A Mz +AL | AA+ A,

mais le fait le plus remarquable est que le découpage par blocs est compatible avec la multiplication, pour peu
que les découpages conduisent a des produits « licites » de matrices :

Bl B2 l] A1B1 +A283HA1B2+A284‘ Il

siB= €M, ,(K) alors AB= € M, 4(K)
Bs By ll’-]‘ A3By + AyB3| A3By + AyBy In—i
k q-k k q-k

Autrement dit, les matrices définies par blocs se multiplient entre elles tout comme si les blocs étaient des
scalaires, a condition que chaque multiplication corresponde a une multiplication « légale » de matrices (en ce
qui concerne les dimensions).
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Ces propriétés s’étendent par récurrence au cas d’'un découpage des lignes et/ou des colonnes en un nombre
arbitraire de subdivisions.

DEriNITION. —  Une matrice carrée A € Mp(K) est dite diagonale par bloc lorsqu’il existe une subdivision de [1, p]]
telle que :
Aqy i
A= Az i
Ark || |k
iy iy g

(Tous les blocs sont nuls hormis les blocs diagonaux, qui sont tous carrés.)
Une matrice carrée A € M, (IK) est dite triangulaire par bloc lorsqu’il existe une subdivision de [[1, p]| telle que :

Ay Al A ||| 7
A= Agy b Agk || 22
Agr [] | ik

T

(Tous les blocs diagonaux sont carrés, et les blocs situés sous la diagonale sont nuls.)

B Sous-espaces stables

DeriniTION. —  Soit H un sous-espace vectoriel de E, et u € L(E) un endomorphisme. On dit que H est stable par u
lorsque u(H) C H.

Considérons une base adaptée a un sous-espace vectoriel H, c’est-a-dire construite a partir d’une base (ey,...,¢x)
de H puis complétée pour former une base (ey, ..., €, €x1,-.-,€,) de E. Alors H est stable par u si et seulement si
la matrice associée a u dans cette base (e) est de la forme :

p—k] O D

En effet, nous avons : Vj € [1,k], u(e]-) € H = Vect(ey, ..., ).

Lorsque H est stable par u, la restriction de u a H définit donc un endomorphisme uy de H dont la matrice
dans la base (e, ..., ¢;) est la matrice A. Cet endomorphisme s’appelle I'induit de u sur H.

Remarque. Dans une base (ei,...,e;,) de E pour laquelle ce sont les vecteurs (e;_k+1,...,e;,) qui forment une
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base de H, la matrice d’'un endomorphisme stabilisant H est de la forme :

D O

Exemple. Keru et Imu sont des sous-espaces vectoriels stables de u. En effet, dans une base adaptée a Keru, la
matrice associée a u prend la forme :

(@) D

et dans une base adaptée a Im u la matrice associée a u prend la forme :

A C
(¢ O
Prorosition 2.12 — Si P € K[X] alors Ker P(u) est un sous-espace stable de u.

Exercice 12

Soit E un K-espace vectoriel, et p € L(E) une projection vectorielle. Montrer que u € £(E) commute avec p si et
seulement si Ker p et Im p sont stables par u.

Décomposition de l’espace en somme de sous-espaces stables

Considérons enfin une famille (H;,...,Hy) de sous-espaces vectoriels telle que : E=H; @ H, @ --- ® Hy, et
une base (ey, ..., e,) adaptée a cette décomposition. Alors un endomorphisme u € £(E) stabilise chacun de ces
sous-espaces vectoriels si et seulement si la matrice associée a u dans cette base est diagonale par bloc :

Ay
Mat(e)(u) = ) =A
Ak
k k
Remarque. Avec les notations ci-dessus, on a : rgA = ng AjettrA= ZtrAj.
j=1 j=1

En outre, si v est un endomorphisme ayant aussi Hy, Hy, ..., Hy comme sous-espaces stables, et si B = Mat(e)(v),
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alors :

B, A;B;

ArB,

By A By

En particulier, on notera que pour tout entier n € IN,

Af

An

m Déterminant d’'une matrice définie par blocs

Il n’existe pas de formule simple pour calculer le déterminant d’une matrice définie par blocs, a I’exception du
cas des matrices triangulaires par blocs. Commencons par le cas d'une matrice définie par quatre blocs :

Prorosition 2.13 — Soit A € M,(K), et k € [1,n— 1] un entier induisant la méme partition des lignes et des
colonnes en deux sous-ensembles [[1,k] et [k + 1, n]. On suppose de plus le bloc correspondant aux indices de lignes
[k + 1,n] et aux indices de colonnes [[1,k]| (autrement dit le bloc en bas a gauche) nul. Alors :

Ay A,
A= — det A =det(A;) x det(Ay).

o) Ay

On en déduit aisément par récurrence le :

CorOLLAIRE — Le déterminant d’une matrice triangulaire par bloc est égal au produit des déterminants des blocs
diagonaux :
A Ao Aqk
Agg oo Ak =detA;; xdetA,, x---x det Ag.

Exercice 13

Soient A, B,C,D quatre matrices de M,,(IK). On suppose que C et D commutent et que D est inversible.

. (A|B D| O e A|B )\ _
Calculer le prodult( C ‘ D )( —C ‘ D1 )et en déduire : det(T‘T) = det(AD - BC).
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2.5 Endomorphismes nilpotents (notion hors-programme)

DEeriNITION. —  Un endomorphisme u € L(E) est dit nilpotent lorsqu’il existe un entier p € IN* tel que u? = 0.
Le plus petit entier p vérifiant cette condition, autrement dit tel que uP = 0 et uP~' = 0, est appelé I'indice de
nilpotence de u.

TutorimE 2.14 — Soit u un endomorphisme nilpotent d’indice p, et x € E un vecteur vérifiant uP~!(x) = Og. Alors
la famille (x, u(x),..., up_l(x)) est libre.

CororLAIRE — Lorsque espace vectoriel est de dimension n, I'indice d’un endomorphisme nilpotent est inférieur ou
égal a n.

Intéressons nous maintenant au cas ou I’indice de nilpotence de u est égal a la dimension n de E. Dans ce cas,
quel que soit x € E vérifiant u"! (x) # Og, la famille (x, u(x),..., i (x)) est libre et de cardinal n donc constitue
une base de E, base dans laquelle la matrice associée a u est de la forme :

0 0 - -+ 0
1
J=lo

0

0 0 1 0

Exercice 14
Montrer que J et JT sont deux matrices semblables.
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