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Intégration sur un segment

Révision du programme de première année ; extension de l’intégrale au cas d’une fonction continue par morceaux.

Intégration sur un intervalle

Soit f : [a,b[→K une fonction continue par morceaux. On dit que l’intégrale
∫ b

a
f (t)dt est convergente lorsque la limite :

lim
x→b
x<b

∫ x

a
f (t)dt existe. Cas des intervalles ]a,b] et ]a,b[.

Pratique du changement de variable et de l’intégration par partie.

Fonctions à valeurs positives. Théorèmes de comparaison (majoration, domination, équivalence). Intégrales de référence

à connaître :
∫ 1

0

dt
tα

,
∫ +∞

1

dt
tα

,
∫ +∞

0
e−αt dt.

Absolue convergence. Définition de l’absolue convergence, de la semi-convergence. Toute intégrale absolument conver-
gente est convergente. Notion de fonction intégrable sur un intervalle.

Exemple de l’intégrale de Dirichlet semi-convergente
∫ +∞

0

sin t
t

dt =
π

2
(valeur admise).

Le théorème de convergence dominée

On admet le théorème suivant.

Théorème de convergence dominée. Soit (fn) une suite de fonctions à valeurs numériques, continues par morceaux sur I.
On suppose que :

– (fn) converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I ;

– il existe une fonction φ positive et intégrable sur I, telle que :

∀n ∈N, |fn| 6 φ (hypothèse de domination).

Alors les fonctions fn et f sont intégrables sur I, et :
∫

I
f = lim

n→+∞

∫
I
fn.

Quelques exemples de questions de cours possibles (liste non exhaustive)

– étude de la convergence d’une intégrale impropre arbitraire ;

– la convergence absolue entraîne la convergence simple ;

– preuve de la convergence de l’intégrale de Dirichlet.

Prévision

La suite des théorèmes liés à la convergence dominée.

Exercices à préparer pour les séances de TD

Les exercices 22, 30, 32, 38, 41, 43 de la fiche « Intégration ».


