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Séries numériques

Définition de la suite des sommes partielles et du reste (en cas de convergence) d’une série numérique. Si la série
∑

un
converge, alors la suite (un) tend vers 0. Exemple des séries géométriques.

I Séries de nombres réels positifs

Lorsque la série
∑

un est à terme général positif, la suite des sommes partielles est croissante.

Théorèmes de comparaison. Soient (un) et (vn) deux suites de nombres réels positifs telles que : un = O(vn). Alors la
convergence de la série

∑
vn entraine celle de

∑
un, et la divergence de

∑
un celle de

∑
vn.

Lorsque (un) et (vn) sont positives et un ∼ vn, les séries
∑

un et
∑

vn ont même nature.

Règle de d’Alembert. Soit (un) une suite de nombres réels strictement positifs, telle que lim
un+1

un
= a. Si a < 1, la série∑

un converge ; si a > 1 elle diverge.

Comparaison à une intégrale. Si f : [0,+∞[→R+ est continue par morceaux et décroissante, la série
∑

f (n) converge si

et seulement si la suite
(∫ n

0
f (t)dt

)
n∈N∗

converge.

Encadrement des sommes partielles en cas de divergence, des restes en cas de convergence.

Étude de la convergence des séries de Riemann
∑ 1

nα
.

I Séries numériques à terme général réel ou complexe

Critère spécial des séries alternées. Si la suite (an) décroit et tend vers 0, la série alternée
∑

(−1)nan converge, et le reste

rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)kak est du signe de (−1)n+1an+1 et vérifie : |rn| 6 an+1.

Séries absolument convergentes. Lorsque la série
∑
|un| converge, il en est de même de

∑
un.

I Produit de Cauchy

Produit de Cauchy de deux séries positives, de deux séries absolument convergentes (preuve non exigible).

Prévision

Suites et séries de fonctions.

Quelques exemples de questions de cours possibles (liste non exhaustive)

– la preuve du théorème de comparaison ;

– la règle de d’Alembert ;

– étude des séries de Riemann ;

– preuve du critère spécial relatif aux séries alternées ;

– toute série absolument convergente est convergente.


