
Séries entières
Rayon de convergence

Exercice 1 (V)

Soit a > 0. Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :∑
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Exercice 2 (V)

Pour n > 1 on note an le nombre de diviseurs de n. déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

Exercice 3 (V)

Soit (an) une suite de réels strictement positifs, R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n, et α > 0. Quel est le

rayon de convergence de la série entière
∑

aαnz
n ?

Exercice 4 (V)

On suppose que les séries
∑

a2nz
n et

∑
a2n+1z

n ont pour rayons de convergences respectifs Rp et Ri .

Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

Exercice 5 (V)

Soit (an) une suite ne s’annulant pas. On note R1 le rayon de convergence de
∑

anz
n et R2 celui de

∑ 1
an

zn.

Montrer que R1R2 6 1. Donner un exemple pour lequel l’inégalité est stricte.

Exercice 6 (V)

Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergence respectifs Ra et Rb. Montrer que le rayon de

convergence R de la série entière
∑

anbnz
n vérifie : R > RaRb. Donner un exemple pour lequel l’inégalité est stricte.

Exercice 7 (VV)

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Montrer que la série entière

∑ an
n!

zn a un rayon de

convergence égal à +∞.

Exercice 8 (VV)

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0.

a. Soit α > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

nαanz
n.

b. Soit P un polynôme non nul. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

P(n)anz
n.
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Calcul de sommes

Exercice 9 (V)

Calculer la somme
+∞∑
n=0

xn

(n+ 1)(n+ 3)
sur l’intervalle ouvert de convergence, après en avoir déterminé le rayon de

convergence.

Exercice 10 (V)

Pour tout n ∈N∗ on pose sn =
n∑

k=1

1
k

. Déterminer le rayon de convergence de la série
∑

snx
n, puis en calculer la somme.

Exercice 11 (VV)

Calculer la somme
+∞∑
n=0

x3n

(3n)!
, après en avoir déterminé le rayon de convergence.

Exercice 12 (VV)

Calculer la somme sur l’intervalle ouvert de convergence de
+∞∑
n=0

xn+1

2n+ 1
.

Exercice 13 (VV)

Calculer la somme
+∞∑
n=0

xn

(2n)!
sur son intervalle ouvert de convergence.

Exercice 14 (VV)

On considère la série entière
∑
n>1

xn

n2 .

a. Quel est son rayon de convergence ? On note Li2(x) sa somme (cette fonction s’appelle le dilogarithme). Reconnaître
sa dérivée.

b. Pour x ∈ ]0,1[, exprimer Li2(x) + Li2(1− x) à l’aide des fonctions usuelles.

c. En déduire l’égalité :
+∞∑
n=1

1
2nn2 =

π2

12
− (ln2)2

2
.

Développement en série entière

Exercice 15 (V)

Développer en série entière, sur un intervalle adéquat, les fonctions :

f1 : x 7→ e−x sinx (utiliser la formule d’Euler)

f2 : x 7→ ln(1 + x − 2x2) (factoriser le polynôme)

f3 : x 7→ ln
(√

1− 2xcha+ x2
)

(factoriser le polynôme)

f4 : x 7→ ln(x+
√
x2 + 1) (dériver la fonction)

f5 : x 7→ (arctanx)2 (utiliser un produit de Cauchy)

f6 : x 7→ sin(αarcsinx) (déterminer une équation différentielle vérifiée par f6)
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Exercice 16 (V)

Montrer que la fonction f : x 7→ e−2x2
∫ x

0
e2t2

dt est développable en série entière au voisinage de 0, puis calculer les

coefficients de ce développement.

Exercice 17 (V)

Développer en série entière la fonction f (x) =
ex

1− x
et en déduire le développement de g(x) =

ex
2

1− x
.

Exercice 18 (V)

On considère l’équation différentielle y′′ + xy′ + y = 1, dont on cherche l’unique solution vérifiant les conditions de
Cauchy : y(0) = y′(0) = 0.
Si cette solution est développable en série entière au voisinage de 0 sous la forme : y(x) =

+∞∑
n=0

anx
n, quelle relation de

récurrence doit vérifier la suite (an) ?
Calculer explicitement an en fonction de n. Quel est le rayon de convergence de la série entière correspondante, et quel
en est la somme ?

Exercice 19 (V)

Développer en série entière f (x) =
x

1− x − x2 en exploitant la relation (1− x − x2)f (x) = x.

Exercice 20 (VV)

Développer en série entière, sur un intervalle adéquat, la fonction x 7→ arctan(x+ 1).

Exercice 21 (VV)

Soit r > 0 et f et g deux fonctions développables en série entière sur l’intervalle ]−r, r[. On suppose que pour tout
x ∈ ]−r, r[, f (x)g(x) = 0. Montrer que f = 0 ou g = 0.

Exercice 22 (VV)

Soit (an) la suite définie par a0 = 1 et pour tout n > 0, an+1 =
n∑

k=0

akan−k . On suppose pour l’instant que le rayon de

convergence R de
∑

anx
n est strictement positif et on note f (x) sa somme sur ]−R,R[.

a. Montrer que pour tout x ∈ ]−R,R[, xf (x)2 − f (x) + 1 = 0.

b. En déduire que pour tout x ∈ ]−R,R[ \ {0}, f (x) =
1−
√

1− 4x
2x

.

c. En déduire la valeur de R, puis développer en série entière l’expression précédente pour en déduire l’expression de
an en fonction de n.

Exercice 23 (VV)

Soit E un ensemble de cardinal n. On appelle dérangement de E une permutation sans point fixe, et on note dn le nombre
de ces dérangements, avec la convention d0 = 1.

a. Montrer que
n∑

k=0

(
n
k

)
dk = n!.

b. On pose f (x) =
+∞∑
n=0

dn
n!

xn. Montrer que le rayon de convergence est au moins égal à 1, calculer ex f (x) et en déduire
f (x).

c. Prouver alors que dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.
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Étude au bord de l’intervalle de convergence

Exercice 24 (VV)

En utilisant le développement en série entière de la fonction arctan, calculer la somme
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Exercice 25 (VV)

Soit (an) une suite de nombres réels positifs telle que le rayon de convergence de
∑

anx
n soit égal à 1. Pour tout x ∈ ]−1,1[

on pose f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

a. On suppose la série
∑

an convergente et on note S sa somme. Montrer que lim
x→1
x<1

f (x) = S.

b. On suppose la série
∑

an divergente. Montrer que lim
x→1
x<1

f (x) = +∞.

Exercice 26 (VVV)

Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence égal à 1. On suppose de plus que la série

∑
an converge, et on

pose pour tout x ∈ ]−1,1[, f (x) =
+∞∑
n=0

anx
n, Sn =

n∑
k=0

ak et S =
+∞∑
n=0

an.

a. Montrer que pour tout x ∈ ]−1,1[, f (x) = (1− x)
+∞∑
n=0

Snx
n.

b. En déduire que lim
x→1

f (x) = S.
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