Reduction des endomorphismes

Eléments propres

Exercice 1 (x)

Soit a € R fixé. Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme u de R[X] défini par : u(P) = (X —a)P’ +P.
Exercice 2 (%)

Soit ¢ : M,,(IR) = M,,(R) 'endomorphisme définie par ¢(M) = MT. Déterminer les éléments propres (valeurs et sous-
espaces propres) de ¢.

Exercice 3 (xx)

On appelle matrice stochastique une matrice A = (a;;) € M, (R) telle que

— pour tout (,j) € [1,1]?, a;; €[0,1];

n
— pour tout i € [1,n], Zaif =1.
j=1

a. Montrer que 1 est valeur propre de A.
b. Soit A une valeur propre de A. Montrer que |A| < 1.
Exercice 4 (%)

My(€) — M,(C)

Soit A la matrice d’un projecteur, et ¢ : M l(AM N MA)
2

a. Justifier I'existence de r € [0, 1] et de P € GL,,(C) tels que P"'AP = ( I | O )

O

b. Déterminer les éléments propres de ¢. Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Polynéme caractéristique

Exercice 5 (xx)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 2, et u € £L(E) un endomorphisme de rang 2. Exprimer le polyndme
caractéristique de u en fonction de tru et de tr(u?).

Exercice 6 (xx)

T
Soit # > 2 un entier, a € C et C € M,,_; 1(C) un vecteur colonne non nul. Soit la matrice A = (%‘Oci) € M, (C).
n-1

a. Déterminer le rang de A et en déduire que X"~2 divise le polyndme caractéristique de A.
b. Justifier I'existence de p € C tel que X, = X" ?(X? — aX - f).
c. Montrer que si p = 0 la matrice A n’est pas diagonalisable.

d. On suppose p = 0. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.
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Diagonalisation

Exercice 7 (%)

1 0 1
-1 2 1]
2-m m-2 m
Quelles sont les valeurs propres de A? Pour quelles valeurs de m la matrice A est-elle diagonalisable ?

Calculer A" pour n € N lorsque m = 2.

SoitmelRet A=

Exercice 8 (¥)
Soit n > 2, A € M,,(R) une matrice telle que tr A = 0, et f I'endomorphisme de M,,(IR) défini par :

f(M) = (trA)M — (tr M)A.

Déterminer les éléments propres de f. f est-il diagonalisable? Et lorsque trA=0?

Exercice 9 (%)
a. Soit u € £(E) un endomorphisme de rang 1. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice associée a 1 prend

la forme suivante :
e 0

0 ar

A=l :
0O --- 0 an
et en déduire que u est diagonalisable si et seulement si tru = 0.

b. Soient uy,...,u, des réels non nuls, et A = (—1) € M, (R). Déterminer les éléments propres de A.
U; J1<i,i<n
] SLsS

Exercice 10 (3xkk)

Soit A € M, (C), et B= ( (13 g € M;,(C). Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonction de celui de A.

Montrer que si A est inversible et diagonalisable, il en est de méme de B. Qu’en est-il si A est diagonalisable mais non
inversible?

Exercice 11 (*x)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, et u € £L(E) un endomorphisme diagonalisable.

A quelle condition existe-t-il a € E tel que (a, u(a),u’(a),..., u”_l(a)) soit une base de E?

Polynémes annulateurs

Exercice 12 (*)

On considére la matrice A = ( IO _é” ) € M,,,(K).
n

Calculer A?. La matrice A est-elle diagonalisable lorsque K = IR? et lorsque K = C?

Exercice 13 (*x)

. Al A
Soit Ae M, (C), et B= (T‘T) € M5, (C).

a. Diagonaliser la matrice (1 i) et en déduire que B est semblable a la matrice ( 8 ZO )

b. En déduire que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
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Exercice 14 (x)

Soient A, B et C trois matrices vérifiant les égalités suivantes : C = A+ B, C> = 2A + 3B et C° = 5A + 6B. Montrer que ces
trois matrices sont diagonalisables.

Exercice 15 (xx)

Soient f, u, v trois endomorphismes d’un méme R-espace vectoriel E, et (), u) € R? tel que :
f=Au+pv, 2=2u+p’y, 3 =2u+pd.

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 16 (xx)

Soient A € M3 ,(R) et B € M, 3(R) telles que AB =

011
1 0 1 ]
1 1 0
Montrer que BA est diagonalisable.

Exercice 17 (%)

a. Soit A € M, (IR) tel que A%+ A+1=0. Montrer que # est un entier pair.
b. Soit A € M,(R) tel que A3+ A% + A = 0. Montrer que rg A est un entier pair.
c. Soit A € M,,(IR) tel que A%+ A” + A = 0. Montrer quetrAeZ .

Exercice 18 (%)

Soit A € M, (R) telle que A% = —A. Montrer que tr(A)=0.
Exercice 19 (%)

Soit A € M,(IK) une matrice diagonalisable, de valeurs propres 1 et 2. Exprimer A" en fonction de A et I,,.
Soit A € M3(K) de valeurs propres 0, 1 et 2. Exprimer A” en fonction de [, A et A2

Exercice 20 (xx)

A O A
Soit Ae M, (C),etB=[0 A O]eMs;,(C).
O 0 A

a. Calculer BF pour tout entier naturel k.
P(A) O AP/(A)
O P(A) @)
O ¢} P(A)
c. On suppose B diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable, puis que A = 0.

b. Montrer que pour tout polynéme P € C[X], P(B) =

d. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diagonalisable.

Commutant d’'un endomorphisme

‘Exercice 21 (xx)

1 0 0 O
. 02 0 O . y . 2
Soit A = 00 -1 ol Résoudre dans M (IR) I’équation M~ = A.
0 0 0 -1
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Exercice 22 (%)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes non nuls, et a € C* tel que fog—go f =af.
Pour tout g € L(E), on définit ¢g : L(E) — L(E) en posant ¢g(u) =uog—gou.

a. Montrer que pour tout n € IN*, ¢o(f") = naf", et en déduire I'existence d’un entier k > 1 tel que F=o.

b. Montrer que Ker f est stable par g, et en déduire que f et ¢ ont un vecteur propre en commun.

Exercice 23 (*x)

Soit M € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1, et A € M, (R) telle que A® = M. Montrer que

(trA)® = n.

Exercice 24 (*x) 11 5 5

On considere la matrice A=|5 3 3|
5 3 3

a. Montrer que la matrice A est diagonalisable, et en déduire I’ensemble des matrices qui commutent avec A.
b. En déduire 'ensemble des matrices M € M5 (IR) vérifiant : M? = A.
c. Déterminer enfin les polynomes P € R[X] vérifiant : P(A)? = A.

Exercice 25 (xx)

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables tels que uov =vou.
Justifier que I'induit de v sur chacun des sous-espaces propres de u est diagonalisable, et en déduire l'existence d’une
base qui diagonalise a la fois u et v.

Exercice 26 (*x)

Soient u et v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant u o v = v o u. Montrer que u et
v possedent un vecteur propre en commun, et en déduire l’existence d’une base () sur laquelle Mat (1) et Mat,)(v)
sont toutes deux triangulaires supérieures (on pourra raisonner par récurrence sur dimE pour prouver le second point).

Trigonalisation
Exercice 27 (%)
1 0 1 A1 0
Soit A=|-1 2 1|. Déterminer une matrice inversible P telle que PIAP=(0 XA 0 , ol A et u sont des valeurs a
1 -1 1 00 p
déterminer.

En déduire I’expression de A" en fonction de n.

Exercice 28 (#xx)

Soit A € M,,(C). Déterminer les polynomes P tels que la matrice P(A) soit nilpotente.

Exercice 29 (dxkx)

Soit u € £(C) telle que Sp(u) = {A} et dimKer(u — AId) = 2.

A0 0
Montrer l’existence d’une base (e) dans laquelle Mat,)(u) = [O A 1].
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Exercice 30 (xx)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et u € £(E) tel que u? = —Idg.

a. Donner un exemple d’un tel endomorphisme en dimension 2, par exemple en trouvant une matrice 2 x 2 vérifiant
A?=-L

b. Montrer que u n’a pas de valeurs propres réelles, et en déduire que la dimension de E est paire.

¢. Montrer que pour tout x € E \ {Og}, Vect(x, u(x)) est un plan vectoriel stable par u.

d. Montrer que si dimE > 2#, il existe des vecteurs (ey,...,e,) tels que (ej, u(ey), e, u(ey),...,e,, u(e,)) soit une famille
libre de E (procéder par récurrence). ol )

e. En déduire l'existence d’une base (b) pour laquelle Mat (1) = ( I o

P
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