
Espaces vectoriels

Sous-espaces vectoriels

Exercice 1 (✶)

Soit E =D 1(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R, et H =
{
f ∈ E

∣∣∣ f (0) = f ′(0) = 0
}
. Montrer

que H est un sous-espace vectoriel de E, et en trouver un supplémentaire.

Exercice 2 (✶✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F1, . . . ,Fn des sous-espaces vectoriels de E tels que F1 + F2 + · · ·+ Fn = E.
Montrer qu’il existe des sous-espaces vectoriels Gk ⊂ Fk (1 ⩽ k ⩽ n) tel que G1⊕G2⊕ · · · ⊕Gn = E (procéder par récurrence
en commençant par traiter le cas n = 2).

Exercice 3 (✶✶)

Soit E un espace vectoriel, et H1 et H2 deux sous-espaces supplémentaires de E : E = H1 ⊕H2.
Pour tout k ∈ {1,2} on pose Hk =

{
u ∈ L(E)

∣∣∣ Imu ⊂ Hk

}
. Montrer que H1 ⊕H2 = L(E).

Projections vectorielles

Exercice 4 (✶)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u ∈ L(E,F) et v ∈ L(F,E) tels que u ◦ v = IdF.
Montrer que v ◦u est une projection vectorielle, puis que Ker(v ◦u) = Keru et Im(v ◦u) = Imv.

Exercice 5 (✶✶)

Soit E un espace vectoriel, et p1, . . . ,pn des endomorphismes vérifiant :

– p1 + p2 + · · ·+ pn = IdE ;

– pour tout i , j, pi ◦ pj = 0.

Montrer que p1, . . . ,pn sont les projecteurs associés à une décomposition en somme directe de E.

Exercice 6 (✶✶)

Soit E un K-espace vectoriel, et u ∈ L(E).

a. On suppose qu’il existe un projecteur p tel que u = p ◦u −u ◦ p.
Montrer que u(Kerp) ⊂ Imp ⊂ Keru et en déduire que u ◦u = 0.

b. Qu’en est-il de la réciproque ?

Familles génératrices, familles libres, bases

Exercice 7 (✶)

On considère une famille libre (u1,u2, . . . ,un) d’un espace vectoriel E, et on définit la famille de vecteurs (v1, . . . , vn) en
posant : ∀k ∈ ⟦1,n− 1⟧, vk = uk +uk+1 et vn = un +u1. Étudier la liberté de la famille (v1, . . . , vn).

Exercice 8 (✶✶)

Soit E un espace vectoriel, (x1, . . . ,xn) une famille libre de vecteurs de E, et α1, . . . ,αn des scalaires. On pose y =
n∑
i=1

αixi et
x′i = xi + y (1 ⩽ i ⩽ n). Étudier à quelle condition la famille (x′1, . . . ,x

′
n) est libre.

Exercice 9 (✶✶)

Soit E = C ∞(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions de classe C ∞ de R dans R, et (f1, . . . , fn) une famille libre de E.
Montrer que la famille (f ′1 , . . . , f

′
n) est au moins de rang n− 1.
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Exercice 10 (✶)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u ∈ L(E) un endomorphisme tel que pour tout x ∈ E, la famille
(
x,u(x)

)
est liée. Montrer que u est une homothétie vectorielle.

Applications linéaires

Exercice 11 (✶)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, et u ∈ L(E,F). On pose :

A =
{
v ∈ L(F,E)

∣∣∣ u ◦ v ◦u = 0
}
.

a. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(F,E).

b. Justifier l’existence d’une base (e) de E et d’une base (f ) de F telles que Mate,f (u) =
(

Ir O
O O

)
.

c. On note M la matrice définie ci-dessus. Pour v ∈ L(F,E), on pose N = Matf ,e(v). À quelle condition, portant sur N,
a-t-on v ∈ A ? En déduire la dimension de A.

Exercice 12 (✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u ∈ L(E). On suppose l’existence de x0 ∈ E tel que la famille
(e) =

(
x0,u(x0), · · · ,un−1(x0)

)
soit une base de E.

Soit v ∈ L(E) tel que u ◦ v = v ◦u. Montrer l’existence de scalaires (a0, . . . , an−1) ∈Kn tels que

v = a0IdE + a1u + a2u
2 + · · ·an−1u

n−1.

Indication. On pourra considérer la décomposition du vecteur v(x0) dans la base (e).

Trace d’un endomorphisme

Exercice 13 (✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u ∈ L(E) tel que rgu = 1. Montrer que u2 = (tru)u, puis que pour tout
k ∈N∗, uk = (tru)k−1u.

Exercice 14 (✶)

Soit u une forme linéaire surMn(K) (c’est-à-dire une application linéaire deMn(K) vers K). Montrer l’existence d’une
matrice A telle que pour tout M ∈Mn(K), u(M) = tr(AM).

Exercice 15 (✶✶✶)

Soit M ∈Mn(K) une matrice de trace nulle : tr M = 0.

a. Montrer que si M n’est pas nulle il existe un vecteur x ∈Rn, x , 0 tel que la famille (x,Mx) soit libre, et en déduire
que la matrice M est semblable à une matrice de la forme :

0 × · · · ×
×
... N
×

 où N ∈Mn−1(R) vérifie tr N = 0.

b. En raisonnant par récurrence sur n, montrer alors que M est semblable à une matrice à diagonale nulle.
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Image et noyau d’une application linéaire

Exercice 16 (✶)

Soit E un K-espace vectoriel, et u,v ∈ L(E) deux endomorphismes tels que u ◦v = Id. Montrer que Keru et Imv sont deux
sous-espaces supplémentaires.

Exercice 17 (✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et H1 et H2 deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que dim H1 + dim H2 = dim E si et seulement s’il existe un endomorphisme u ∈ L(E) tel que H1 = Keru et
H2 = Imu.

Exercice 18 (✶✶)

Soit A ∈Mn(R) une matrice de rang r telle que A2 = 0.

Montrer que r ⩽ n/2 puis que A est semblable à la matrice
(

O Ir
O O

)
.

Exercice 19 (✶)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, et u,v ∈ L(E,F). Montrer que

dimKer(u + v) ⩽ dim(Keru ∩Kerv) + dim(Imu ∩ Imv).

Indication. Considérer la restriction w de u à Ker(u + v).

Exercice 20 (✶✶)

Soient E, F, G et H quatre espaces vectoriels de dimensions finies, et f ∈ L(E,F), g ∈ L(F,G), h ∈ L(G,H). Montrer que :

rg(g ◦ f ) + rg(h ◦ g) ⩽ rg(g) + rg(h ◦ g ◦ f )

Exercice 21 (✶✶✶)

Soit A ∈ GLr (R) et M =
(

A B
C D

)
∈Mn(R) avec B ∈Mr,n−r (R), C ∈Mn−r,r (R) et D ∈Mn−r (R).

a. Montrer que rg(M) ⩾ r.

b. Montrer que rg M = r si et seulement si D = CA−1B.

Indication : s’intéresser au noyau de M en réalisant un calcul par blocs.

Polynômes d’endomorphismes

Exercice 22 (✶✶)

Soient A ∈Mn(K), B ∈Mp(K), C ∈Mn,p(K) et M =
(

A C
O B

)
∈Mn+p(K).

On suppose que P est un polynôme annulateur de A et Q un polynôme annulateur de B. Donner un polynôme annulateur
de M.
Exercice 23 (✶✶)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et u ∈ L(E). On suppose que u possède un polynôme annulateur P tel
que P(0) = 0 et P′(0) , 0. Montrer que E = Keru ⊕ Imu.

Exercice 24 (✶)

Déterminer la limite de la suite
(An

n

)
n∈N

lorsque A =

 1 0 0
−2 3 1
4 −4 −1

.
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Exercice 25 (✶✶)

Soit α ∈R. Déterminer la limite de la suite (An)n∈N lorsque A =

1 −α
n

α

n
1

.

Sous-espaces stables

Exercice 26 (✶)

Soit A ∈Mn(K), et B =
(

On A
In On

)
∈M2n(K).

Montrer que B est inversible si et seulement si A l’est, et calculer Bp pour tout p ∈N.

Exercice 27 (✶)

Soient A,B ∈Mn(K). Montrer que det
(

A B
B A

)
= det(A + B)det(A− B).

Exercice 28 (✶)

a. Montrer que pour tout A,B ∈Mn(K), det
(

In B
A In

)
= det(In −AB) = det(In − BA).

b. On appelle polynôme caractéristique d’une matrice M ∈Mn(K) la fonction polynomiale x 7→ det(xIn −M).
Montrer que AB et BA ont même polynôme caractéristique.

Exercice 29 (✶)

Soit A =


1 −1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

. Calculer An pour tout n ∈N.

Exercice 30 (✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u ∈ L(E) vérifiant (u −αIdE) ◦ (u − βIdE) = 0, avec (α,β) ∈K2 et α , β.
On pose H1 = Ker(u −αIdE) et H2 = Ker(u − βIdE).

Montrer que H1 et H2 sont des sous-espaces vectoriels stables par u, puis que E = H1 ⊕H2.
Que dire de la matrice associée à u dans une base adaptée à cette décomposition ? Montrer que u = αp+ β(IdE − p), où p
est la projection vectorielle sur H1 parallèlement à H2.

Exercice 31 (✶✶)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u ∈ L(E) un endomorphisme nilpotent (c’est à dire qu’il existe un
entier p ∈N∗ tel que up = 0).

Établir que pour tout k ∈ ⟦1,p⟧, il existe un sous-espace vectoriel Fk de E tel que Ker(uk) = Ker(uk−1)⊕ Fk .
Établir que E = F1 ⊕ · · · ⊕ Fp, puis justifier que la matrice associée à u dans une base adaptée à cette décomposition est
triangulaire à coefficients diagonaux nuls.

Exercice 32 (✶✶✶)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n ⩾ 1, f et g deux endomorphismes de E tels que f 2 = Id, g2 = Id et
f ◦ g + g ◦ f = 0.

a. Montrer que E est de dimension paire. On pose dim(E) = 2p.

b. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont respectivement :(
Ip 0
0 −Ip

)
et

(
0 Ip
Ip 0

)
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Exercice 33 (✶✶✶)

Soit (e1, . . . , en) la base canonique de R
n et u ∈ L(Rn) définie par ∀k ∈ ⟦1,n− 1⟧, u(ek) = ek+1 et u(en) = 0. Déterminer les

sous-espaces stables par u.
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