
Travaux dirigés PC∗

Séries entières

Exercice 1 Trouver le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n lorsque :

an =
nn

n!
an = n(−1)n an =

1× 4× 7× · · · × (3n− 2)
n!

an = e
√
n an =

(
kn
n

)
(avec k ∈N∗)

Exercice 2 Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série

entière
∑ n!an

nn
zn.

Exercice 3 On suppose que les séries
∑

a2nz
n et

∑
a2n+1z

n ont pour rayons de convergences respectifs Rp et Ri .

Déterminer le rayon de convergence de
∑

anz
n.

Exercice 4 Développer en série entière les fonctions suivantes :

f (x) =
∫ 2x

x
e−t

2
dt f (x) = x ln(x+

√
x2 + 1) f (x) = ln

(√
1− 2xcha+ x2

)
f (x) = arctan(x+ 1)

Exercice 5 Développer en série entière la fonction f (x) =
ex

1− x
et en déduire le développement de g(x) =

ex
2

1− x
.

Exercice 6 Développer en série entière f (x) =
x

1− x − x2 en exploitant la relation (1− x − x2)f (x) = x.

Exercice 7 Calculer les sommes suivantes :

+∞∑
n=1

ch(na)
n

xn
+∞∑
n=0

xn

(2n)!

+∞∑
n=0

1
n!

∫ x

1
(ln t)n dt

Exercice 8 On considère la fonction f :
]
−π

2
,
π

2

[
→R définie par f (x) =

1
cosx

. On suppose l’existence de 0 < α <
π

2
tel

que f soit développable en série entière sur ]−α,α[ : f (x) =
+∞∑
n=0

an
(2n)!

x2n.

Montrer que pour tout n > 1 on a an = (−1)n+1
n−1∑
k=0

(−1)k
(
2n
2k

)
ak .

Exercice 9 Soit E un ensemble de cardinal n. On appelle dérangement de E une permutation sans point fixe, et on note
dn le nombre de ces dérangements, avec la convention d0 = 1.

a) Montrer que
n∑

k=0

(
n
k

)
dk = n!.

b) On pose f (x) =
+∞∑
n=0

dn
n!

xn. Montrer que le rayon de convergence est au moins égal à 1, calculer ex f (x) et en déduire
f (x).

c) Prouver alors que dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.
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