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Corrigeé

a) Supposons que u admette trois valeurs propres distinctes oy, a, et as.
Considérons trois vecteurs propres associés respectivement a chacune de ces
trois valeurs propres : u(x;) = a;x;, i € {1,2,3}. La famille (x;, x,, x3) est libre.
Posons x = x; + X, + X3 et appliquons-lui ’hypothése : u?(x) = A 1(x) + pyX.
Mais u(x) = ;%] + axy + azx3 et u?(x) = a%xl + a%xz + OC§X3 et compte tenu
de la liberté de la famille (xq, x,, x3) on en déduit :
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Q] = A0y + Py
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a5 = A0y + Py

2 _
Qa3 —)‘xa3+”x

En soustrayant la seconde équation a la premiére, et sachant que a; # a, on
en déduit que A, = oy + ;. De la méme maniere, en soustrayant la troisieme
équation a la premiere on déduit que A, = a; + a3. Mais alors a, = a3, ce qui
est absurde. Ainsi, u possede au plus deux valeurs propres distinctes.

b) Si x = Og n'importe quelles valeurs de A et py conviennent.

Si x est vecteur propre pour la valeur propre «, la condition revient a écrire
o’ =a+ iy donc A, est quelconque et p, = A

Si x n’est pas vecteur propre de u, la famille (x, u(x)) est libre donc engendre
un plan H, stable par u puisque u?(x) € Vect(x, u(x)). Dans la base (b) =
(x, u(x)), Mat ) (uy) = ((1) K’;) et X, (X) = X2 -\ X - iy. Cependant, toute
valeur propre de uy est valeur propre de u donc X, ne peut admettre que
a pour racine. Puisque le corps de base est C la seule possibilité est que

Xuy (X) = (X - )2, ce qui impose A, = 2a et Py = —oZ.




